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OLIVEIRA JUNIOR, Alberto Jorge Sales, Forças e choques na dinâmica 
longitudinal de composições ferroviárias. 2017. 183 p. Faculdade de Engenharia 
Mecânica, Universidade Estadual de Campinas. 
 
Sistemas de freio pneumáticos são usados em aplicações ferroviárias devido o 
seu adequado custo-benefício nas operações de transporte de carga. Como 
resultado, vagões localizados no trecho final da composição são freados 
posteriormente àqueles localizados no início, o que pode induzir a elevadas forças 
de impacto entre os vagões. A energia é absorvida e dissipada em tais impactos 
pelos componentes (ou aparelhos) de choque e tração. A modelagem e a simulação 
do funcionamento de tais aparelhos, portanto, é de grande importância para o 
estudo da dinâmica longitudinal de composições ferroviárias. O presente trabalho 
apresenta modelos computacionais para simulação em MATLAB/Simulink® dos 
esforços nos aparelhos de choque e tração entre vagões, devido à aplicação da 
carga motriz, frenagem e esforços resistivos ao movimento em composições 
ferroviárias de carga operantes nas ferrovias brasileiras. Os esforços entre vagões 
são determinados bem como as condições em que o impacto ocorre, contribuindo 
para a implementação de rotinas de operação seguras pelos engenheiros e técnicos. 
Nesse estudo, um perfil de via-permanente ideal é proposto considerando o 
movimento da composição ferroviária em retas tangentes, aclives, declives e curvas. 
O modelo consiste de uma composição de 104 veículos conectados por um modelo 
de aparelho de choque e tração com comportamento histerético e sujeito à ação de 
forças externas como resistência ao movimento, resistência à curvatura, forças de 
gravidade e frenagem pneumática. A modelagem do aparelho de choque e tração e 
a aplicação não linear dos freios influenciam a resposta do sistema dinâmico de 
forma realística. Finalmente, as previsões do modelo são comparadas com valores 
obtidos na literatura e em simuladores de composições ferroviárias. 
 
Palavras chave: Transporte ferroviário, Estudo longitudinal, Veículos - Dinâmica, 
Choques (Mecânica), Amortecimento (Mecânica).  
 ABSTRACT 
 
OLIVEIRA JUNIOR, Alberto Jorge Sales, In-train forces and shocks in 
longitudinal dynamics of freight railway vehicles. 2017. 183 p. Faculdade de 
Engenharia Mecânica, Universidade Estadual de Campinas. 
 
The pneumatic brake system is used in long freight railroad compositions, due 
to its adequate cost-benefit in train operation. As a result, the cars located at the rear 
end of the composition experience the braking effects after those located in front, 
which can induce high longitudinal forces and impact between the cars. This energy 
is absorbed and dissipated by the coupler and draft gear components, respectively, 
and, thus, their modelling and simulation are of great importance in the study of 
railway longitudinal vehicle dynamics. The present work presents computational 
models for simulation in MATLAB/Simulink® of in-train coupler forces due to 
application of traction forces, pneumatic brake and propulsion resistance of typical 
freight railroad compositions of Brazilian railway tracks. The in-train coupler forces 
are determined as well as the conditions in which the impact occur helping engineers 
to assess the train operational conditions. In this study an ideal railway track profile is 
proposed considering the train movement along tangent track, downgrades, 
upgrades and curving. The model consists of a train composition of 104 vehicles, 
connected by hysteretic draft gear mechanisms and subjected to external forces 
such as propulsion resistance, curving resistance, gravity forces and pneumatic 
braking application. The draft gear model and the non-linear application of the 
pneumatic brake system influence the dynamic behavior of the railroad composition 
in a realistic way. Finally, the model predictions are compared to results obtained in 
the literature and train simulators.  
 
Keywords: Railway transport, Longitudinal study, Vehicles - Dynamics, Shock 
absorbers (Mechanical), Cushioning (Mechanical). 
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A movimentação de um trem de seu ponto inicial ao seu destino final requere 
diversas operações, que incluem aceleração, frenagem e procedimentos de parada 
sobre diferentes condições de via-permanente bem como sob diversas condições 
climáticas. Essas operações resultam em interações dinâmicas e forças entre os 
veículos da composição, que possuem um importante papel na operação segura, 
eficiente e estável de uma composição ferroviária (GARG & DUKKIPATI, 1984). 
Dessa forma, dependendo da maneira como o operador aplica os freios na 
composição ou da velocidade com que esta acompanha uma variação da angulação 
da via-permanente, a composição ficará sujeita a forças de intensidades muito 
elevadas, denominadas choques, decorrentes da compressão ou da tração abrupta 
do aparelho de choque e tração (ACT), ao transitar por sua região de folga. 
Esses esforços, quando muito elevados, podem levar, inicialmente, à falha 
mecânica do ACT bem como de outros componentes do vagão, como os 
acoplamentos, deformação do chassi, etc. Como consequência desses esforços 
muito elevados e/ou das falhas mecânicas, a composição pode sofrer 
descarrilamentos ou tombamentos, aumentando o custo de manutenção e do 
transporte das cargas. 
Para evitar que esses acidentes ocorram e tornar a operação de uma 
composição segura e eficiente, as operadoras de ferrovias investem em pacotes 
para simulação computacional do comportamento dinâmico de veículos ferroviários, 
a fim de capacitar operadores bem como investigar as condições em que esses 
choques ocorrem e, adotam medidas de condução e operação da composição para 






1.1 Vale S.A 
 
 
A Vale S.A é uma mineradora multinacional brasileira sediada na cidade do Rio 
de Janeiro, e possui mais de 110 mil colaboradores ao longo de 26 países É a 
terceira maior empresa de mineração do mundo e oferece serviços integrados de 
logística como ferrovias e terminais portuários (SILVA, 2017) também a maior 
produtora de minério de ferro, pelotas e níquel. A empresa também produz carvão 
mineral, cobre, fertilizantes, manganês e ligas ferrosas. (VALE S.A, 2017). 
 
 
1.2 Serviços de logística e ferrovias 
 
 
A Vale S.A é a principal fornecedora de serviços de logística no Brasil, 
possuindo uma rede que interconecta minas, ferrovias, portos e navios. Sua 
infraestrutura de logística também é responsável pelo transporte para terceiros e 
ainda oferece serviços para transporte de passageiros em dois trajetos: Vitória-
Minas (EFVM) e Carajás (EFC) (VALE S.A, 2017). 
No Brasil, onde estão seus maiores sistemas de mineração, operam-se 
aproximadamente 2 mil quilômetros de malha ferroviária, e têm-se acordos para 
utilizar linhas em países da África e na Argentina (VALE S.A, 2017). 
A infraestrutura ferroviária da Vale S.A conta com 534 locomotivas diesel-
elétricas e 37 mil vagões que transportam mais de 340 milhões de toneladas de 
minério de ferro para os terminais portuários administrados pela Vale S.A. Além 
disso, aproximadamente 1,5 milhões de pessoas utilizam os serviços de transporte 
de passageiros anualmente (SILVA, 2017). 
Com isso, a Vale S.A tornou-se responsável pela operação das mais longas e 
pesadas composições ferroviárias no mundo, que são compostas de 4 locomotivas e 
334 vagões totalizando aproximadamente 4 km de comprimento e mais de 40 mil 
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toneladas (SILVA, 2017). Contam ainda com infraestrutura na Indonésia, em 
Moçambique, em Omã, nas Filipinas e na Argentina (VALE S.A, 2017). 
Dessa forma, surgem grandes oportunidades no segmento de transporte 
ferroviário de carga, porém bons resultados dependem do funcionamento ótimo 
desse complexo sistema de logística, tornando a modelagem da dinâmica de 
composições ferroviárias essencial para avaliar a segurança de operação, consumo 
de combustível, ciclo de trabalho e ciclo de vida dos componentes (SILVA, 2017). 
 
 
1.3 Motivação na investigação dos esforços entre vagões 
 
 
O estudo e o desenvolvimento de modelos computacionais precisos 
relacionados à dinâmica de composições ferroviárias permitem que os maquinistas 
sejam treinados e orientados em um ambiente controlado e seguro antes de serem 
operadores de composições reais, permitindo que eles experimentem situações 
críticas ou de emergência em um ambiente sem riscos. 
 A Vale S.A já desenvolveu em conjunto com a Escola Politécnica da 
Universidade de São Paulo (Poli-USP) o Sistema de Realidade Virtual para 
Simulação de Trem. Iniciado em 2009, o projeto traz tecnologias que reforçam a 
segurança operacional dos veículos, aumentam a produtividade do sistema e 
propiciam economia de combustível. O simulador já capacitou, desde 2012, mais de 
350 profissionais da empresa, entre engenheiros, analistas e maquinistas e, 
atualmente, há cabines de treinamento em Vitória, Divinópolis (MG) e Moçambique, 
na África. Há, ainda, uma cabine móvel que circula pelo Brasil fazendo o treinamento 
nas diversas áreas de operação da Vale S.A. 
O Simulador de Trem reproduz com precisão o comportamento de uma 
composição por todo o trajeto de uma ferrovia, incluindo a visualização do ambiente 
com sons e variações do ambiente (sol, chuva, neblina, noite). Estão presentes 
todos os sistemas que formam a composição, além de dados como o tempo de 
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percurso, consumo de combustível e índice de segurança contra descarrilamento 
(AMARAL, 2016). 
A fim de aperfeiçoar o modelo desenvolvido pela Escola Politécnica da 
Universidade de São Paulo (Poli-USP), a Vale S.A contatou os professores Dr. 
Auteliano Antunes dos Santos Jr e Dr. Paulo Roberto Gardel Kurka da Faculdade de 
Engenharia Mecânica da Universidade Estadual de Campinas e estabeleceu-se uma 
parceria para o desenvolvimento de modelos computacionais referentes à: 
• Dinâmica de frenagem, em que se investigaram os fenômenos 
associados ao escoamento do ar comprimido pelas tubulações do 
encanamento geral e válvulas de distribuição de frenagem e, 
• Dinâmica de composições ferroviárias, em que se investigou a influência 
da ação de forças externas na ocorrência de choques mecânicos entre 
os veículos da composição, i.e., a influência de forças externas na 
dinâmica associado ao ACT. 
Neste trabalho é abordada somente a pesquisa e desenvolvimento associados 




1.4 Estado da arte da dinâmica de composições ferroviárias 
 
 
Para garantir uma condição de operação segura, eficiente e estável de uma 
composição ferroviária, é necessário o estudo de seu comportamento dinâmico, que 
é dividido em três grandes áreas: dinâmica longitudinal, dinâmica lateral e dinâmica 
vertical. 
Embora a combinação desses três modelos seja possível, a complexidade 
envolvida no processo é muito alta, e, portanto, cada segmento da dinâmica é 
modelado separadamente de forma simplificada, permitindo que o modelo 
matemático forneça respostas adequadas sobre o fenômeno físico investigado. 
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Na Dinâmica Lateral são desenvolvidos modelos matemáticos com a função de 
prever a estabilidade da composição durante operação. Para isso, modelam-se as 
relações entre rodeiro-via permanente, forças centrífugas em diferentes vagões, e as 
forças resultantes de elevação da via-permanente em conjunto com a componente 
lateral das forças de acoplamento no aparelho de choque e tração. 
Por sua vez, na Dinâmica Vertical são desenvolvidos modelos matemáticos 
com a função de prever a estabilidade no plano vertical e investigar condições onde 
ocorre desacoplamento entre vagões ou separação entre a carcaça dos vagões e os 
truques (GARG & DUKKIPATI, 1984). 
Finalmente, a Dinâmica Longitudinal de veículos ferroviários é definida como o 
estudo dos movimentos dos vagões na direção da via-permanente. Essa área inclui, 
portanto, qualquer movimento do trem nessa direção bem como qualquer movimento 
relativo entre os vagões da composição devido à folga existente entre as suas 
conexões. Essas folgas consistem de espaçamentos entre as juntas dos 
acoplamentos e do ACT (COLE, 2006). Por causa desses movimentos relativos 
entre os vagões, na indústria ferroviária, definem-se duas condições de operação 
dos veículos, conforme ilustra a Figura 1.1: compressão, tração ou misto 
(BARBOSA, 1993). Portanto, a dinâmica longitudinal de composições ferroviárias 
tem consequências imediatas no conforto de passageiros, na estabilidade dos 
vagões e locomotiva, no projeto de rodeiros e na vida em fadiga desses 






Figura 1.1 – Representação de uma composição ferroviária num aclive, nível zero e declive e as 
forças de tração e compressão geradas (GARG & DUKKIPATI, 1984) 
 
No contexto das ferrovias australianas, um importante resultado do estudo da 
dinâmica longitudinal foi a identificação de um terceiro tipo de esforço de 
acoplamento. Antes desses estudos, as forças associadas ao ACT eram divididas 
em dois tipos: forças em regime permanente e forças de impacto. As forças em 
regime permanente estão associadas à aplicação em regime quasi-estático das 
forças de tração pelas locomotivas ou das forças de frenagem pneumáticas nas 
locomotivas e vagões, combinadas com as forças dissipativas como resistência ao 
movimento, arrasto aerodinâmico, etc. As forças de impacto entre trens estão 
relacionadas aos movimentos relativos de compressão e distensão dos vagões e 
locomotivas, devido à mudança nas forças de locomotiva e na aplicação dos freios 
pneumáticos. Porém, em trens com força de tração distribuída, um fenômeno 
conhecido como oscilações de baixa frequência foi identificado. Esse novo 
comportamento foi posteriormente dividido em dois modos distintos, nomeados 
como vibrações cíclicas e vibrações longitudinais de longa duração. (COLE, 2006)  
As vibrações cíclicas foram caracterizadas por oscilações que se aproximam 
de sinais de ondas quadradas e ocorrem devido à alternância entre compressão e 
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tração do ACT. Essas vibrações se diferenciam dos impactos, pois elas são 
prolongadas por um intervalo de tempo maior. 
As vibrações de longa duração ocorrem somente quando a composição 
encontra-se num único estado, i.e., ou a composição está toda comprimida ou toda 
distendida. Esse tipo de vibração pode ser caracterizada como sub-amortecida, e 
pode ser aproximada por um sinal senoidal. As forças associadas a essa oscilação 
de baixa frequência se equiparam às intensidades de forças produzidas em regime 
permanente, apresentando bastante relevância na análise de fadiga e no risco de 
instabilidade na dinâmica da composição. 
Assim, devido à necessidade de controlar, e quando possível, reduzir essas 
forças, desenvolveram-se simuladores de dinâmica longitudinal tanto para a análise 
de engenharia quanto para treinamento de operadores. 
No contexto brasileiro, o estudo e a compreensão da dinâmica longitudinal de 
composições ferroviárias foram motivados inicialmente para o treinamento de 
operadores de composições a fim de evitar descarrilamentos, tombamentos de 
cargas bem como a falha mecânica de componentes como os acoplamentos. A 
partir desses estudos, conseguiu-se estimar e validar as intensidades das forças 
entre veículos e das forças de impacto e, portanto, tornou-se necessário limitar as 
suas intensidades, desenvolvendo uma estratégia de operação mais apropriada para 
determinados trechos da via-permanente, o que é possível graças ao 




1.5 TOS (Train Operation Simulator) 
 
 
O TOS é um simulador americano desenvolvido pela AAR (Association of 
American Railroads) a partir de dados experimentais oriundos da operação nas 
ferrovias americanas. Ele é utilizado pela Vale S.A para o planejamento e validação 
de suas operações de transporte de minérios e carga. 
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O simulador apresenta as características apresentadas na Tabela 1.1. 
 
Tabela 1.1 – Modelo de ACT utilizado pelo simulador americano TOS/TOES (COLE, 1999) 




















Sim 2 valores de 
rigidez 
2 valores de rigidez Não 
modelado 
  
Como a modelagem do comportamento dinâmico da composição é baseada 
em dados experimentais, o simulador americano funciona como uma “caixa preta”, 
respondendo adequadamente para as condições de simulação previstas pelos 
dados, enquanto que para situações que necessitem da extrapolação dos dados, o 
modelo pode apresentar divergências (COLE, 1999). 
 
 
1.6 Objetivo do trabalho 
 
 
Neste trabalho será realizado um estudo sobre a dinâmica longitudinal de 
composições ferroviárias e sobre as forças geradas pelo ACT em regime 
permanente e transiente, i.e, o efeito da aplicação de uma força externa, como a 
força de tração das locomotivas, nos esforços dos ACTs de uma composição 
ferroviária de carga. 
Para isso, será modelada inicialmente uma composição ferroviária simplificada 
composta de 3 veículos, i.e., 1 locomotiva seguida por 2 vagões, que servirá de 
protótipo para um modelo mais realista composto de 104 veículos movidos por um 
conjunto locomotiva e locotrol (também chamada de locomotiva comandada, que é 
geralmente localizada na posição intermediária da composição) conectadas por um 
modelo do ACT utilizado pela Vale S.A. Será utilizado um modelo de massas 
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concentradas para representar as locomotivas e os vagões, enquanto o ACT, em 
conjunto com a rigidez longitudinal do vagão, será modelado como um sistema de 
molas e cunhas de atrito que fornecem uma curva de resposta histerética. As 
equações de movimento dos sistemas serão obtidas utilizando o método direto 
(Newton) e as soluções para esses problemas serão obtidas por meio de simulação 
computacional no software MATLAB/Simulink®, utilizando métodos de integração 
numérica, como Runge-Kutta de 4ª ordem. Dessa forma, serão obtidas curvas com 
as respostas de deslocamento, velocidade e aceleração para cada um dos vagões e 
locomotivas, bem como as forças desenvolvidas pelos ACTs. 
Dessa forma, com esses modelos serão obtidas respostas sobre as condições 
em que o choque (força de impacto) ocorre e a sua intensidade, o que permitirá a 
implementação de um sistema de simulação para treinamento de maquinistas, que 
poderão em um ambiente virtual, adotar medidas seguras de operação, evitando 
acidentes como descarrilamento e/ou falha mecânica de componentes da 
composição, reduzindo os custos de operação. 
 
 
1.7 Apresentação do trabalho 
 
 
No capítulo 2, apresentam-se os fundamentos da dinâmica de uma composição 
ferroviária, como as forças de tração das locomotivas, forças de resistência ao 
movimento, forças de frenagem pneumática, forças de gravidade e curvatura. 
Devido à sua complexidade de modelagem, o capítulo 3 é dedicado à 
apresentação da construção do modelo do ACT, simplificações e novos métodos 
desenvolvidos no procedimento. 
No capítulo 4 são discutidos o desenvolvimento do programa para simulação e 
a interação entre as diversas sub-rotinas para cálculo da dinâmica da composição 
ferroviária. São apresentados fluxogramas na forma de diagrama de blocos para 
evidenciar a operação do programa de simulação. 
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No capítulo 5 são realizadas simulações numéricas referentes à aplicação de 
forças externas e operação da composição ferroviária. 
No capítulo 6 são realizadas simulações numéricas e os resultados obtidos são 
comparados com os do modelo americano TOS/TOES/Alion, permitindo a validação 
do modelo de simulação desenvolvido. 
No capítulo 7 os resultados obtidos a partir das simulações computacionais são 
discutidos e comparados com outros autores da área. 
Finalmente, no capítulo 8, é realizada a conclusão e sugestões para trabalhos 
futuros. 
No Apêndice A serão apresentados conceitos relativos à dinâmica de sistemas 
mecânicos e as ferramentas matemáticas empregadas que serão úteis à 
modelagem da dinâmica da composição ferroviária. 
No Apêndice B serão apresentados os dados utilizados para o cálculo das 
resistências estática e dinâmica à movimentação de vagões e locomotivas. 
No Apêndice C será apresentado o algoritmo desenvolvido para cálculo de 
raios de curvatura e inclinações da via-permanente.  
No Apêndice D se encontram as configurações de cada uma das simulações 
realizadas. 
No Apêndice E se encontram as configurações de cada uma das simulações 
de validação realizadas. 
O software desenvolvido nesse trabalho se encontra com o Prof. Dr. Paulo 
Roberto Gardel Kurka no Laboratório de Processamento de Sinais do Departamento 
de Sistemas Integrados (DSI) da Faculdade de Engenharia Mecânica (FEM) da 
UNICAMP.   
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2.1 Composições ferroviárias 
 
 
O comportamento longitudinal de composições ferroviárias é uma função das 
entradas de controle da locomotiva e no controle de frenagem, das características 
da via-permanente e das características dos truques, rodeiros e conexões entre os 
vagões. 
O comportamento dinâmico longitudinal de uma composição pode ser descrito 
por um sistema de equações diferenciais. Para efeito de construção dessas 
equações diferenciais e para simplificação da modelagem e simulação dos 
fenômenos físicos, assume-se que não há movimentação vertical ou lateral dos 
vagões. Essa simplificação do sistema é empregada em todos os pacotes 
comerciais de softwares conhecidos (COLE, 2006). As equações diferenciais que 
regem esse sistema podem ser desenvolvidas a partir o sistema de três massas 
concentradas da Figura 2.1. Todos os vagões podem estar sujeitos a forças de 
frenagem pneumática (Fb) (não modeladas nesse trabalho), de resistência ao 
movimento (Fr), forças de resistência ao movimento em curvatura (Fc) e forças de 
gravidade devido à inclinação da via (Fg). As forças de tração e de frenagem 






Figura 2.1 – Modelo de composição com três massas concentradas 
 
O sistema de três massas concentradas em conjunto com o modelo de forças 
aplicadas a cada um dos veículos permite o desenvolvimento de um sistema de 
equações diferenciais que descrevem a cinética do conjunto de vagões e 
locomotiva. Portanto, as equações não lineares podem ser escritas de forma geral 
como mostram as Equações (1) a (3): 
Para a locomotiva de massa m1: 
 
 𝑚1𝑎1 =  𝐹𝑡/𝑑𝑑1 − 𝐹𝑟1 − 𝐹𝑐1 −  𝐹𝑔1 − 𝑓𝐴𝐴𝐴1(𝑣1, 𝑣2, 𝑥1, 𝑥2)  − 𝐹𝑑1 (1) 
 
 
Para o vagão de massa m2: 
 








 𝑚3𝑎3 = −𝐹𝑟3 −  𝐹𝑐3 −  𝐹𝑔3  + 𝑓𝐴𝐴𝐴2(𝑣2, 𝑣3, 𝑥2, 𝑥3)  − 𝐹𝑑3 (3) 
 
Nas equações acima, 
• Ft/db representa uma função não-linear relacionada às forças de tração e 
de frenagem dinâmica da locomotiva; 
• Fr representa uma função não-linear relacionada às forças de resistência 
ao movimento; 
• Fc representa uma função linear relacionada às forças de resistência ao 
movimento em curvatura da via-permanente; 
• Fg representa uma função linear relacionada às forças gravitacionais 
devido às inclinações da via; 
• FACT representa uma função não-linear relacionada as forças 
desenvolvidas pelo ACT; 
• Fb representa uma função não-linear relacionada à frenagem 
pneumática atuante em cada um dos veículos; 
 
Como a massa do ACT é de 200 a 300 vezes menor do que a massa da 
locomotiva ou vagão, seus efeitos de ordem dinâmica são desprezíveis e por isso, a 
sua massa não é considerada no modelo (BARBOSA, 1993) 
Para a modelagem não linear do ACT, as constantes de rigidez e 
amortecimento são substituídas por funções não-lineares. É comum expressar a 
rigidez como uma função do deslocamento e acrescentar a folga entre os 
acoplamentos além de uma aproximação utilizando uma função por partes para 
descrever as características do ACT. O amortecimento, por sua vez, é comumente 
expresso como uma função da velocidade (COLE, 2006). Nesse trabalho, a rigidez e 
o amortecimento serão expressos como uma função mais complexa, que 
incorporará uma segunda variável independente, i.e, a rigidez e o amortecimento 




A solução dessas equações diferenciais e a simulação em tempo real dos 
fenômenos físicos representados por essas equações é bastante complicada, pois é 
necessário o cálculo iterativo das funções que representam esses fenômenos. A 
forma de resolver esses problemas será abordada nas seções seguintes que 
discutem a modelagem de cada subsistema. 
 
 
2.2 Forças de tração e frenagem dinâmica nas locomotivas 
 
 
A força de tração necessária para a movimentação da composição é fornecida 
pela(s) locomotiva(s). No Brasil, são utilizadas locomotivas híbridas diesel-elétricas. 
Nesse tipo de locomotiva, o motor diesel aciona um alternador elétrico. A corrente 
alternada gerada é retificada para uma corrente direta pulsante que é fornecida aos 
motores de tração montados nos truques e eixos motrizes. 
Embora a função principal da locomotiva seja fornecer esforços de tração à 
composição, os motores de tração também podem ser utilizados para reduzir a 
velocidade do trem por meio da frenagem dinâmica, onde a corrente elétrica 
retificada é dissipada na forma de calor em um banco de resistores de potência 
(GARG & DUKKIPATI, 1984). 
Dessa forma, o conhecimento das características dos esforços de tração e da 
frenagem dinâmica das locomotivas é de suma importância para a modelagem 
matemática da dinâmica de composições. 
O controle de tração, conhecido como ponto de marcha ou ponto de 
aceleração, é utilizado como uma referência. Usualmente, locomotivas diesel-
elétricas possuem 8 pontos ou níveis de ajuste da força de tração como mostrado na 





Figura 2.2 – Curvas de aceleração de uma locomotiva GE BB40-9W (Dash 9W) em função da 
velocidade (Adaptado de material disponibilizado pela Vale S.A de forma privada) 
 
 
2.3 Forças de resistência ao movimento 
 
 
Classificam-se as resistências em dois grupos tendo em vista se elas são 
permanente, i.e., existe sob qualquer circunstância desde o início do movimento, ou 
acidental, i.e., existe somente em determinadas circunstâncias (BRINA, 1982) 
a) Resistência dinâmica ao movimento ou normais – permanentes, próprias 
dos veículos em linha reta e nível; 
b) Resistência estática ao movimento ou acidentais. 
- em virtude de alteração da via: resistência de curva (atritos) e resistência 
de rampa (gravidade) 
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- em virtude de alteração do estado de repouso ou movimento: inicial 




2.3.1 Resistência dinâmica ao movimento (resistências normais) 
 
 
As forças de resistência dinâmica ao movimento são definidas como a soma da 
resistência ao rolamento e do arrasto aerodinâmico. As formas variadas dos truques 
e dos rodeiros, em conjunto com a complexidade do arrasto aerodinâmico, tornam 
esse tipo de resistência dependente de formulações empíricas como mostrado na 
Equação (4): 
 
 𝑅 = 𝐴 + 𝐵𝐵 + 𝐶𝐵2 (4) 
 
O primeiro termo da Equação (4), A, representa a resistência ao rolamento dos 
mancais dos truques, dependente tanto da massa do veículo quanto do número de 
eixos. 
O segundo termo, B, representa um arrasto por fricção entre a flange da roda e 
os trilhos durante movimentação na direção da via permanente e em muitos 
modelos, ele é inexistente. O terceiro termo, C, está associado ao arrasto 
aerodinâmico. 
Nesse trabalho, será utilizado o modelo empírico de Davis modificado como 
mostra a Equação (5): 
 
 




Nesse modelo Ka é um fator de ajuste dependente do tipo de truque; Kad é uma 
constante dependente do tipo de carro; ma é a massa suportada pelo eixo, em 
toneladas; n é o número de eixos, e V é a velocidade em quilômetros por hora. A 
curva característica da resistência dinâmica é mostrada na Figura 2.3. 
 
Figura 2.3 – Curva de resistência dinâmica ao movimento em função da velocidade do veículo 
(Adaptado de material disponibilizado pela Vale S.A de forma privada) 
 
 
2.3.2 Resistência estática ao movimento (resistências acidentais) 
 
 
Denomina-se resistência de inércia a força que deve ser aplicada ao veículo de 
determinada massa, em repouso, para que o mesmo adquira velocidade ou aumente 
a mesma se já estiver em marcha (BRINA, 1982). Nesse trabalho, a resistência de 
inércia será chamada de resistência estática ao movimento. 
Essa resistência pode ser descrita por uma constante que, ao ser multiplicada 
pela massa do veículo, em toneladas, fornece a força de resistência estática ao 




 𝑅 = 𝐴 (6) 
 
Nessa equação, o termo A representa a resistência ao rolamento dos mancais 
dos truques ainda em repouso. 
Além disso, para a modelagem dessa força, é necessário definir uma 
velocidade de transição entre a resistência estática e a resistência dinâmica, 
denominada v_cut.  
 
 
2.3.3 Calibração do modelo de resistência estática ao movimento 
 
 
A modelagem da resistência estática ao movimento envolveu a calibração dos 
parâmetros de resistência ao rolamento dos truques (A) e da velocidade de transição 
(v_cut) por meio da comparação dos resultados disponibilizados pela Vale S.A para 
o deslocamento de vagões obtidos pelo simulador da POLI-USP e o modelo 
desenvolvido nesse trabalho. 
Para isso, foram realizadas simulações computacionais que aceleravam em 
ponto 1 um conjunto de 50 vagões a partir do repouso. Os ACTs dos veículos 
encontravam-se na posição de tração e, portanto, a folga era inexistente. Para essas 
condições de operação, a resposta obtida pelo simulador da POLI-USP mostrou que 
a resistência estática permite que somente um conjunto de 43 vagões seja 
movimentado. Na sequência, foram comparados os resultados obtidos pelo 
simulador da POLI-USP e o modelo desenvolvido nesse trabalho e iterativamente, 
os parâmetros de resistência ao rolamento foram aumentados a fim de que o 44º 
veículo não se movimentasse. 











A função da via-permanente é guiar a composição ferroviária de maneira 
segura e econômica. Os trilhos e os trocadores devem permitir um transitar suave 
das composições. Se a via-permanente não estiver perfeitamente nivelada e 
alinhada, as irregularidades causarão oscilações ou vibrações na composição, o que 
pode induzir danos à carga transportada. As duas principais funções da via-
permanente são: 
1. Guiar a composição ferroviária; 
2. Suportar a carga da composição (DAHLBERG, 2006) 
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Neste trabalho, a via-permanente será modelada de forma simplificada, i.e., o 
sistema de duas vigas alinhadas paralelamente será convertido a uma única viga, 
por onde um ponto material pode transitar em um sistema cartesiano tridimensional. 
Dessa forma, serão contemplados no modelo de via-permanente os raios de 
curvatura e as variações de inclinação na direção de movimentação da composição, 
que serão parâmetros importantes para a modelagem das forças resistivas 
associadas à curvatura e à inclinação da via-permanente. A super-elevação não é 
contemplada nesse modelo de via. 
 
 
2.5 Forças de resistência devido à curvatura da via-permanente 
 
 
A resistência ao rolamento imposta pela curvatura depende de uma série de 
fatores que incluem o design e condições do rodeiro, o perfil e a lubrificação dos 
trilhos, além do raio de curvatura imposto por eles. Como as características da via-
permanente e do rodeiro de cada composição variam, é comum relacionar a 
resistência ao rolamento em curvas somente ao raio de curvatura. Dessa forma, a 
Equação (7) é comumente utilizada: 
 
 
𝐹𝑐𝑟 = 6116𝑅  (7) 
 
Onde Fcr possui unidades de Newtons por tonelada de massa do vagão e R, o 
raio de curvatura em metros. 
Acredita-se que a lubrificação dos trilhos reduza em 50% a resistência ao 
rolamento em curvas e para um vagão estacionário em uma curva, acredita-se numa 




2.6 Forças de gravidade devido à inclinação da via-permanente 
 
 
Componentes de força gravitacionais são adicionadas aos modelos de 
dinâmica longitudinal de composições ferroviárias decompondo o vetor de força 
peso nas direções vertical e longitudinal ao chassi do vagão. A componente 
longitudinal ao veículo torna-se a força que deve ser subtraída ou adicionada ao 
conjunto de forças longitudinais aplicadas na composição ferroviária (Figura 2.5). 
 
 
Figura 2.5 – Modelagem das forças de gravidade devido à inclinação da via-permanente (COLE, 
2006) 
 
A inclinação da via também reduz a intensidade da reação normal da 
composição na via-permanente. Esse fenômeno tem implicações na resistência à 
propulsão que é dependente da massa dos veículos, porém, a influência desse 
fenômeno é baixa, e por isso, o cálculo desse parâmetro pode ser desconsiderado 
(COLE, 2006). 
As inclinações da via-permanente são obtidas a partir de dados topográficos, e 
as forças relacionadas à inclinação da via devem ser calculados para cada veículo 
da composição ferroviária e atualizada a cada incremento de tempo da simulação 





2.7 Frenagem pneumática 
 
 
Os freios são aplicados nos veículos da composição ferroviária para permitir 
sua desaceleração, controlar aceleração em declives ou mantê-los estacionários. 
Apesar de seu princípio básico ser muito similar ao de um veículo automotivo, sua 
aplicação e características são mais complexas devido à necessidade de controlar 
múltiplos veículos conectados Os freios utilizados em veículos ferroviários podem 





Os freios pneumáticos, mais utilizados no transporte ferroviário de carga, 
podem ainda ser divididos em: 
• Vácuo; 
• Ar-comprimido (SHARMA, 2015). 






Figura 2.6 – Esquema geral da instalação do freio pneumático em um vagão (Material disponibilizado 
pela Amsted Maxion de forma privada) 
 
 
2.7.1 Princípio de funcionamento do freio pneumático 
 
 
O compressor localizado na(s) locomotiva(s) fornece ar comprimido às válvulas 
localizadas em cada vagão da composição por meio da tubulação do encanamento 
geral. Durante a operação normal da composição, o encanamento geral e os 
reservatórios auxiliar e de emergência são carregados à mesma pressão. Nesse 
caso particular, cada pistão do cilindro de freio mantem o sistema de freio inativo 
devido à ação das forças de mola das válvulas. Quando os freios são aplicados, a 
pressão no encanamento geral é reduzida à medida que o operador abre a válvula 
do encanamento geral para a atmosfera. As válvulas de controle localizadas em 
cada vagão respondem à redução de pressão no encanamento geral permitindo que 
uma quantidade específica de ar comprimido escoe do reservatório auxiliar para o 
cilindro de freio. O pistão do cilindro de freio, devido à força exercida pelo ar 
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comprimido, move-se e aciona o mecanismo que comprime a sapata dos freios 
contra as rodas, freando o vagão e consequentemente, a composição. 
A força de frenagem exercida em cada roda depende das características do 
sistema de freio, da redução de pressão no encanamento geral e da duração da 
aplicação da frenagem. Numa aplicação de emergência, por exemplo, ocorre alta 
redução da pressão no encanamento geral, produzindo altas pressões no cilindro de 
freio, o que resulta em forças de frenagem bastante elevadas. Outro fator bastante 
importante na aplicação da frenagem pneumática é o comprimento total da 
composição e a distância do vagão até a locomotiva, onde a redução da pressão no 
encanamento geral geralmente se inicia. Devido à onda de pressão gerada pela 
abertura do encanamento geral à atmosfera, cada vagão tem os pistões do cilindro 
de freio aplicados em um determinado instante (Figura 2.7). Dessa forma, vagões 




Figura 2.7 – Pressão no encanamento geral e cilindros de freio em uma aplicação de emergência 
para diferentes vagões (COLE, 2006) 
 
Dessa forma, para o estudo da dinâmica longitudinal, o conhecimento de 
sistemas de freio pneumático e sua operação são bastante importantes e devem ser 
modelados para uma resposta mais precisa da dinâmica da composição (GARG & 
DUKKIPATI, 1984).  
A força de frenagem pneumática depende das características dinâmicas do 
escoamento ao longo das tubulações do encanamento geral e essa modelagem foi 
desenvolvida pela outra área do grupo de projeto. Como o objetivo dessa 
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dissertação é a modelagem das forças desenvolvidas pelo ACT, esse fenômeno não 
foi incorporado ao modelo.   
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3 APARELHO DE CHOQUE E TRAÇÃO (ACT) 
 
 
O aparelho de choque e tração (ACT) é o componente responsável pela 
absorção e dissipação de energia durante o movimento relativo entre os veículos de 
uma composição ferroviária. A absorção da energia é realizada por um conjunto de 
molas associadas em paralelo e a dissipação ocorre por meio de uma cunha de 
atrito como mostrado na Figura 3.1, que mostra uma representação esquemática do 
ACT Mark-50.  
 
 
Figura 3.1 – Representação esquemática de um ACT Mark-50 (WESTINGHOUSE, 2016) 
 
Esse componente apresenta os maiores desafios para a modelagem e 
simulação do comportamento dinâmico de uma composição ferroviária devido às 
não linearidades dos elementos elásticos do ACT, ao mecanismo de solda-
cisalhamento entre as superfícies das cunhas de atrito e as folgas presentes em 








Modelos mais modernos de ACT incluem uma mola de retorno, que visa 
facilitar a separação das cunhas de fricção, que ficam presas devido ao mecanismo 
de solda-cisalhamento, como discutido anteriormente. 
Para a modelagem dos ACT, dois conjuntos de acoplamento devem ser 
utilizados levando em consideração os elementos de folga e rigidez de todos esses 
componentes bem como a flexibilidade longitudinal do chassi do vagão. Dessa 




Figura 3.3 – Modelagem de dois ACT entre veículos de uma composição ferroviária (COLE, 2006) 
 
A modelagem da folga entre engates é direta, i.e., pode ser representada como 
uma zona morta onde a intensidade de força é zero para um determinado intervalo 
de deformação do ACT. A modelagem dos componentes metálicos como a rigidez 
longitudinal do vagão pode ser obtida a partir de uma rigidez linear.  
O modelo apresentado na Figura 3.3 pode ser simplificado a um modelo 
combinado de ACT, de forma que os dois acoplamentos e os dois ACT são 
unificados levando em consideração os dois tipos de movimentos relativos entre os 





Figura 3.4 – Modelagem combinada de ACT (COLE, 2006) 
 
Foi observado que o travamento do aparelho de choque e tração, por meio da 
junção das cunhas de fricção, induz vibrações de baixa amplitude. O fenômeno foi 
observado em composições ferroviárias com força de tração distribuída e que se 
encontravam em um único estado, i.e., com todos os veículos sob compressão ou 
todos os veículos sob tração. A rigidez correspondente ao primeiro modo de vibrar 
da composição foi definida como rigidez de travamento para os acoplamentos. A 
rigidez de travamento é a soma de todas as rigidezes somadas em série, que inclui 
componentes como: engates, braços de acionamento, rigidez longitudinal do vagão, 
etc.  
A rigidez de travamento não foi incorporada a esse modelo pois a presença de 
condicionais para a verificação das condições de travamento impediriam que a 
simulação fosse utilizada para aplicações em tempo real, como a que se propõe 
esse trabalho. Para estudos de engenharia do ACT, porém, essa rigidez deve ser 
incorporada ao modelo (COLE, 2006). 
Dessa forma, para efeito de simulação computacional, a relação de força-
deslocamento do ACT pode ser modelada por uma série de segmentos lineares, 
representando o comportamento histerético da cunha de atrito, como mostrado na 





Figura 3.5 – Curva característica de um aparelho de choque e tração genérico (GARG & DUKKIPATI, 
1984) 
 
A porção central da curva de histerese mostra que o deslocamento pode 
ocorrer sem resultar em forças, representando a situação em que os acoplamentos 
não estão em contato, movendo-se, portanto, ao longo de sua folga, fazendo com 
que a força resultante seja zero (GARG & DUKKIPATI, 1984). 
Tanto para a região de compressão quanto para a região de tração, o ciclo de 
carregamento apresenta maior intensidade que o ciclo de descarregamento devido à 
compressão conjunta das molas e da cunha de fricção do ACT. A curva real de um 
ACT Mark 50 obtida a partir de um teste de queda de martelo (TQM) é mostrada na 





Figura 3.6 – Gráfico de absorção dos aparelhos MARK 50 (Material disponibilizado pela Vale S.A de 
forma privada) 
 
O teste de queda martelo (TQM) citado anteriormente representa uma condição 
de operação extrema, em que uma massa de 12,27 toneladas atinge o ACT a uma 
velocidade de 3,3 m/s, o que simula um choque entre vagões a uma velocidade 
relativa de 6,6 m/s, que é uma condição bastante rara na operação de uma 
composição ferroviária. Dados coletados em campo no sistema ferroviário 
australiano revelaram que a rigidez do aparelho de choque e tração em operação 
normal é bem diferente das condições previstas pelo teste de queda de martelo 














Figura 3.9 – Resposta do modelo de ACT – carregamento rápido (10 Hz) (Adaptado de SPIRYAGIN 
et al., 2014) 
 
Dessa forma, a rigidez do ACT para pequenos deslocamentos e baixas 
velocidades variam de 5 a 7 vezes a rigidez indicada pelo teste de impacto 
(SPIRYAGIN et al., 2014), podendo chegar em alguns casos a 17 vezes os valores 
indicados no teste. Esse fator multiplicador de 17 vezes indica que a rigidez para 
pequenas deflexões pode exceder a rigidez de travamento indicada no teste 
experimental. Portanto, fica evidente que para a interação suave entre vagões, i.e., 
para o carregamento gradual do aparelho de choque e tração, o coeficiente de atrito 
entre as cunhas de fricção é suficientemente alto para mantê-las unidas, o que 
provoca o aumento da força entre os vagões (COLE, 2006). 
 
 
3.1 Choque: Definição 
 
 
Nota-se durante a operação de uma composição ferroviária que as mudanças 
de região de operação do ACT, i.e., da região de tração para a de compressão ou 
vice-versa, induz forças de elevada magnitude, o que é denominado choque. Para 
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estimar a ocorrência desses fenômenos, desenvolveu-se uma rotina que verifica a 
mudança de estado do ACT, como mostrado na Figura 3.10. 
 
Figura 3.10 – Curva de ACT com regiões de tração, compressão e pontos de ocorrência dos choques 
 
 
3.2 Método de Mudança de Fase 
 
 
A representação das forças atuantes no ACT na condição de carregamento e 
descarregamento é muito importante para a correta simulação desse componente 
mecânico e, consequentemente, da dinâmica longitudinal dos veículos. A natureza 
do amortecimento por atrito fornece uma curva não-linear histerética resultando em 
descontinuidades entre as curvas de carregamento e descarregamento (WU et al., 
2014). Na condição de descarregamento ocorre uma drástica redução da força 
gerada pelo componente, quando comparado à intensidade da força no ciclo de 
carregamento, devido ao acionamento somente das molas helicoidais. 
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Na maioria dos casos, suavizações ou algumas transições são necessárias 
para resolver esse problema matemático (WU et al., 2014). Caso contrário, saltos de 
curva reportados por Chen (1988) (Figura 3.11) ou instabilidades numéricas 
reportadas por Kurka et al. (2015) (Figuras 3.12 e 3.13) podem ocorrer. 
 
Figura 3.11 – Resposta alternada do ACT (Adaptado de WU et al., 2014) 
 
 





Figura 3.13 – Instabilidade numérica no cálculo das forças dos ACT (KURKA et al., 2016) 
 
Diversas tentativas para estimar a intensidade das forças desenvolvidas pelo 
ACT foram realizadas como revisado por WU et al. (2014), porém a solução 
desenvolvida pelo Centre for Railway Engineering (CRE) na Austrália não permite 
que o modelo seja utilizado em aplicações para tempo real como a que se propõe 
esse trabalho. Dessa forma, para resolver o problema de instabilidade numérica, a 
mudança da curva de carregamento para a de descarregamento e vice-versa é 
calculada como uma aproximação da energia dissipada pelo ACT num intervalo 
discreto de deslocamento. 
A diferença de intensidades entre as curvas de carregamento e 
descarregamento é resultado direto da energia que é dissipada pela ação da cunha 
de fricção. Dessa forma, a intensidade da força atuante num intervalo discreto 
durante o descarregamento do ACT é calculada como uma estimativa da energia 
dissipada nesse ciclo. 
As Figuras 3.14 e 3.15 mostram, respectivamente, a mudança de ciclo de 
carregamento-descarregamento num intervalo de deslocamento e a energia 




Figura 3.14 – Mudança de curva sem aplicação do método de mudança de fase 
 
 
Figura 3.15  – Energia dissipada num deslocamento do ACT 
 
Assumindo um passo de discretização reduzido, a energia dissipada no 





Figura 3.16 – Energia dissipada num deslocamento discretizado do ACT 
 
Portanto, a energia dissipada num deslocamento discretizado do ACT pode ser 
calculada como mostra a Equação (8) 
 
 
𝛥𝐸� = [𝐹𝐿𝐿𝐴𝐿(𝛿𝑘) − 𝐹𝑈𝑈𝐿𝐿𝐴𝐿(𝛿𝑘+1)] 𝛿𝑘 − 𝛿𝑘+12  (8) 
 
onde 𝐹𝐿𝐿𝐴𝐿(𝛿𝑘) e 𝐹𝑈𝑈𝐿𝐿𝐴𝐿(𝛿𝑘+1) são as intensidades das forças do ACT na 
condição de carregamento com deformação 𝛿𝑘, e na condição de descarregamento 
com deformação menor, 𝛿𝑘+1.  
A energia líquida devolvida pelo ACT ao sistema nesse deslocamento, Δ𝐸𝐿𝐿𝐿, 
será dada pela diferença entre a energia armazenada para a deformação 𝛿𝑘, Δ𝐸, e a 
energia dissipada, como mostra a Equação (9) 
 






 𝛥𝐸 = 𝐹𝐿𝐿𝐴𝐿(𝛿𝑘) (𝛿𝑘 − 𝛿𝑘+1) (10) 
 
Dessa forma, pode-se estimar a partir das curvas de carregamento e 
descarregamento, uma força equivalente de intensidade intermediária que dissipa 
uma quantidade menor de energia e permite que o problema de instabilidade 
numérica seja resolvido por adequar melhor o passo de integração numérica com os 
níveis de força agora calculados, como mostra a Figura 3.17. 
 
Figura 3.17 – Energia dissipada num deslocamento discretizado do ACT pelo Método de Mudança de 
Fase 
 
Portanto, a força equivalente, 𝐹𝑘+1, que realiza um trabalho igual ao da energia 
líquida devolvida pelo ACT é dado por: 
 
 𝐹𝑘+1 = (𝑎)𝐹𝐿𝐿𝐴𝐿(𝛿𝑘) + (1 − 𝑎)𝐹𝑈𝑈𝐿𝐿𝐴𝐿(𝛿𝑘+1) (11) 
 
Onde ‘a’ corresponde ao termo de ponderação entre a intensidade da força das 
curvas de carregamento e descarregamento. 
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Para velocidades relativas positivas, o processo de cálculo sucessivo das 
forças equivalentes às energias dissipadas no ciclo de histerese do ACT, ilustrado 
na Figura 3.18, é dado por: 
 
 𝑓+̅ 𝑘 = (𝑎)𝑓?̅?−1 + (1 − 𝑎)𝐹𝐿𝐿𝐴𝐿(𝛿𝑘−1) (12) 
 
Para velocidades relativas negativas, o processo de cálculo sucessivo das 
forças equivalentes às energias dissipadas no ciclo de histerese do ACT, ilustrado 
na Figura 3.18, é dado por: 
 
 𝑓−̅ 𝑘 = (𝑎)𝑓?̅?−1 + (1 − 𝑎)𝐹𝑈𝑈𝐿𝐿𝐴𝐿(𝛿𝑘−1) (13) 
 
Nas Equações (12) e (13), 𝑓?̅?−1 corresponde ao vetor de força do ACT no 
estado anterior. 
Finalmente, a força equivalente que atuará no sistema pode ser calculada 
como mostra a Equação (14): 
 




 𝑓𝑓𝑓𝑚𝑓(?̅?+) = 1 𝑝𝑎𝑓𝑎 ?̅? > 0 𝑜𝑜 𝑓𝑓𝑓𝑚𝑓(?̅?+) = 0 𝑝𝑎𝑓𝑎 ?̅? < 0 (15) 
 









4 DESENVOLVIMENTO DA SIMULAÇÃO 
 
 
O objetivo é desenvolver um modelo computacional que forneça respostas 
adequadas para a intensidade das forças que os veículos da composição estão 
sujeitos durante sua operação. Para isso, será desenvolvido um modelo simplificado 
da Dinâmica Longitudinal de uma composição ferroviária sob a ação de forças: 
• de tração; 
• de resistência ao movimento estática e dinâmica; 
• de gravidade; 
• de resistência ao movimento em curvatura; 
• relacionadas ao ACT. 
 
 
4.1 Modelagem de composição 
 
 
Inicialmente, foi desenvolvido um modelo preliminar simplificado com 1 
locomotiva e 2 vagões como protótipo para um modelo mais complexo de 
composição com 51, 101 ou 104 veículos, que podem apresentar as seguintes 
configurações (Tabela 4.1): 
 








1 1 2 0 0 
2 1 50 0 0 
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3 1 100 0 0 
4 1 103 0 0 
5 2 50 2 50 
O modelo preliminar permite a verificação da dinâmica de composição quando 
sujeita às forças descritas em 2.1, enquanto o modelo complexo com 51, 101 ou 104 
GDL permite a comparação do modelo proposto com o simulador TOES/Alion 
utilizado pela Vale S.A  
Dessa forma, para a modelagem da dinâmica longitudinal de uma composição 
simplificada composta de 1 locomotiva e 2 vagões (Configuração 1), desprezou-se 
os movimentos laterais e verticais dos vagões e locomotiva e adotou-se a 
modelagem por um sistema de 3 massas concentradas.  
Na sequência, elaborou-se um diagrama de corpo livre do sistema assumindo 
que: 
 
 𝑥1 > 𝑥2 𝑓 𝑥2 > 𝑥3 (17) 
 
i.e., o deslocamento da locomotiva é maior do que o deslocamento do vagão 
subsequente, que por sua vez, também possui deslocamento maior do que o vagão 
que o segue. Dessa forma, obtiveram-se as seguintes equações de movimento para 
os três corpos rígidos. 
Para a locomotiva de massa m1: 
 
 𝑚1𝑎1 =  𝐹𝑡 − 𝐹𝑟1 − 𝐹𝑐1 −  𝐹𝑔1 − 𝑓𝐴𝐴𝐴1(𝑣1, 𝑣2, 𝑥1, 𝑥2)  (18) 
 
Para o vagão de massa m2: 
 
 𝑚2𝑎2 =  −𝐹𝑟2 −  𝐹𝑐2 −  𝐹𝑔2 + 𝑓𝐴𝐴𝐴1(𝑣1, 𝑣2, 𝑥1, 𝑥2) − 𝑓𝐴𝐴𝐴2(𝑣2, 𝑣3, 𝑥2, 𝑥3)  (19) 
 




 𝑚3𝑎3 = −𝐹𝑟3 −  𝐹𝑐3 −  𝐹𝑔3  + 𝑓𝐴𝐴𝐴2(𝑣2, 𝑣3, 𝑥2, 𝑥3)  (20) 
 
Esse sistema de equações pode ser escrito na forma matricial nas Equações 
(21) e (22): 
 
 [𝑀]{?̈?} = 𝑓 (21) 
 




 [𝑀] =  �𝑚1 0 00 𝑚2 00 0 𝑚3� (23) 
 





𝑓 =  � 𝐹𝑡/𝑑𝑑1 − 𝐹𝑟1 − 𝐹𝑐1 −  𝐹𝑔1 − 𝑓𝐴𝐴𝐴1(𝑣1, 𝑣2, 𝑥1, 𝑥2)  − 𝐹𝑑1−𝐹𝑟2 −  𝐹𝑐2 −  𝐹𝑔2 + 𝑓𝐴𝐴𝐴1(𝑣1, 𝑣2, 𝑥1, 𝑥2) − 𝑓𝐴𝐴𝐴2(𝑣2, 𝑣3, 𝑥2, 𝑥3)  − 𝐹𝑑2
−𝐹𝑟3 −  𝐹𝑐3 −  𝐹𝑔3  + 𝑓𝐴𝐴𝐴2(𝑣2, 𝑣3, 𝑥2, 𝑥3)  − 𝐹𝑑3 � (25) 
 
O método numérico de integração selecionado foi o Método de Passo Múltiplo 
Runge-Kutta de 4ª Ordem (RUGGIERO, 2012). As razões para essa escolha 
seguem abaixo: 
• Método de solução mais utilizado em simuladores comerciais; 
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• Técnica explícita que permite que as respostas sejam expressas em 
função dos estados anteriores de deslocamento e velocidade (COLE, 
1999) 
Tentou-se avaliar a possibilidade de implementação do Método de Passo 
Simples ou Método de Euler/Runge-Kutta de 1ª Ordem (RUGIERO, 2012), porém 
devido às não-linearidades presentes na função que representa o comportamento 
dinâmico do ACT, o passo de tempo implementado deve ser muito reduzido, o que 
aumenta o tempo de simulação. 
A tabela abaixo mostra o passo de tempo necessário para estabilidade 
numérica da resposta da simulação do ACT. 
 
Tabela 4.2 – Passo de tempo para convergência da resposta da simulação do ACT 
Método Passo de tempo 
Passo Simples - Euler 1e-5 
Passo Múltiplo - Runge-Kutta 4ª Ordem 5e-3 
 
Para problemas que não envolvam a simulação do ACT, como por exemplo, 
cálculo de forças de curvatura, passos de tempo de 1e-2 se mostraram satisfatórios 
com relação à estabilidade numérica da solução. 
Dessa forma, aplicando o método de Runge-Kutta de 4ª Ordem utilizando uma 
transformação para variáveis de estado como mostrado nas Equações (26) a (28): 
 
 𝑦 =  �𝑥?̇?� (26) 
 








Os parâmetros de incremento do método de Runge-Kutta são calculados 
baseados nas variáveis de estado, como mostrado nas Equações (29) a (32): 
 
 𝑘1 =  � 𝑣[𝑀]−1𝑓� = �?̇??̈?� (29) 
 
 
𝑘2 = 𝑔(𝑦𝑛 + 𝑑𝑑2 𝑘1) (30) 
 
 
𝑘3 = 𝑔(𝑦𝑛 + 𝑑𝑑2 𝑘2) (31) 
 
 𝑘4 = 𝑔(𝑦𝑛 + 𝑑𝑑 𝑘3) (32) 
 




𝑦1 = 𝑦0 + 𝑑𝑑6 (𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4) (33) 
 
 
4.2 Implementação em software da solução numérica 
 
 
O ciclo iterativo para cálculo da solução numérica do sistema de equações 
diferenciais que representam a composição ferroviária foi implementado utilizando o 
software MATLAB® devido à facilidade de programação e ferramentas de correção 
de erros oferecida por essa linguagem. 





Figura 4.1 – Estrutura do programa de simulação 
 
Para tornar o programa eficiente computacionalmente, alguns parâmetros de 
simulação são carregados no início do processo e passadas por meio de funções 
nas rotinas e sub-rotinas correspondentes, como mostra o bloco da Figura 4.2. 
 
 




Após o carregamento dos parâmetros de simulação, a simulação começa com 
a inicialização de todas as variáveis e telas utilizadas para cálculo e visualização dos 
fenômenos de interesse (Figura 4.3). 
 
 
Figura 4.3 – Rotina para inicialização das variáveis e telas utilizadas durante a simulação 
 
O ciclo iterativo é iniciado e os incrementos do método de Runge-Kutta são 
calculados um a um por meio do acesso a uma sub-rotina que permite o cálculo da 




Figura 4.4 – Rotina para cálculo dos incrementos K do Runge-Kutta 
 
 
Figura 4.5 – Sub-rotina para cálculo da dinâmica da composição ferroviária 
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4.3 Modelagem das forças de tração 
 
 
A modelagem das forças de tração utilizou como parâmetros de entrada a 
velocidade da locomotiva em [km/h], o ponto de aceleração selecionado e a posição 




Figura 4.6 – Representação do modelo de forças de tração 
 
Visando a eficiência computacional, para a modelagem de cada uma das 
curvas de aceleração da locomotiva propôs-se uma solução que alia o ajuste de 
curvas por regressão polinomial multiplicadas pela função de Fermi, abordadas no 
Apêndice A - Modelagem dinâmica e procedimentos auxiliares. 
A Figura 4.7 mostra os dados para a força de tração em função da velocidade 




Figura 4.7 – Curvas de aceleração de uma locomotiva GE BB40-9W (Dash 9W) em função da 
velocidade (Adaptado de material disponibilizado pela Vale S.A de forma privada) 
 
A Figura 4.8, por sua vez, mostra as curvas obtidas utilizando o ajuste por 
regressão polinomial e as funções de Fermi. 
 
 
Figura 4.8 – Curvas de força de tração em função da velocidade utilizando ajuste por regressão 




O ponto de aceleração, que pode ser alterado em tempo real durante a 
simulação, informa os coeficientes do polinômio da curva selecionada. 
Conjuntamente, a velocidade da locomotiva permite, a cada iteração, o cálculo da 
força de tração referente àquele ponto de aceleração. 
 
 
4.4 Modelagem das forças de resistência ao movimento 
 
 
O modelo de resistência ao movimento possui como entrada a velocidade de 
cada veículo da composição ferroviária, a localização das locomotivas ao longo da 
composição e os coeficientes de resistência dos veículos informados pela Vale S.A. 
A Figura 4.9 mostra o bloco com os parâmetros de entrada e saída para o modelo 
de resistência ao movimento. 
 
 
Figura 4.9 – Representação do  modelo de resistência ao movimento 
 
O cálculo das resistências dos diferentes veículos foi realizado utilizado as 
Equações (34) a (38) que relacionam as massas de cada um dos veículos e seus 
parâmetros de resistência. 
As resistências estáticas de vagões e locomotivas são mostradas nas 





𝑅𝑆𝐴𝐴 𝑉𝐴𝑉 = 𝑀𝑉𝐴𝑉1000 𝑔 �𝐴1 𝐸𝑆𝐴 + 𝐴2 𝐸𝑆𝐴𝑚𝑅 � (34) 
 
 
𝑅𝑆𝐴𝐴 𝐿𝐿𝐴 = 𝑀𝐿𝐿𝐴1000𝑔 �𝐴1𝐿 𝐸𝑆𝐴 + 𝐴2𝐿 𝐸𝑆𝐴𝑚𝑅𝐿 � (35) 
 
As resistências dinâmicas de vagões e locomotivas são mostradas nas 
Equações (36) e (37): 
 
 
𝑅𝐿𝐿𝑈 𝑉𝐴𝑉 = 𝑀𝑉𝐴𝑉1000 𝑔 �𝐴1 + 𝐴2𝑚𝑅 + 𝐵1𝐵 + 𝐶1𝐵2� (36) 
 
 
𝑅𝐿𝐿𝑈 𝐿𝐿𝐴 = 𝑀𝐿𝐿𝐴1000𝑔 �𝐴1𝐿 + 𝐴2𝐿𝑚𝑅𝐿 + 𝐵1𝐿𝐵 + 𝐶1𝐿𝐵2� (37) 
 
A resistência total é calculada como a soma da resistência estática, RSTA, com 
a resistência dinâmica, RDIN, dos dois tipos de veículos como mostra a Equação (38): 
 
 𝑅𝐴𝐿𝐴𝐴𝐿 = 𝑅𝑆𝐴𝐴 + 𝑅𝐿𝐿𝑈 (38) 
 
Ao final, aplica-se a função de Fermi para separar as características de cada 
um dos tipos de resistência, de forma que a resistência estática seja aplicada para 
velocidades até 0,36 km/h (v_cut), enquanto que para velocidades acima desse 
valor, os veículos ficam sujeitos à resistência dinâmica, como mostra a curva de 




Figura 4.10 – Resistência ao movimento de 1 vagão em função da velocidade 
 
Mais detalhes sobre a modelagem das forças de resistência ao movimento 
como os valores utilizados para cada um dos parâmetros e massas podem ser 
encontrados no Apêndice B - Dados e equações utilizadas na modelagem da 
resistência ao movimento de locomotivas e vagões. 
 
 
4.5 Modelagem da via permanente  
 
 
Para a simulação dinâmica do modelo simplificado foi proposto um modelo 
simplificado de via-permanente que contém: 
1. Seção em linha reta por 1004 m; 
2. Declive com 1.5º de inclinação por 1000 m; 
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3. Curva plana com 1000 m de comprimento e 673 m de raio de curvatura; 
4. Aclive com 1.5º de inclinação por 1000 m 
5. Seção em linha reta por 1000 m 
A Figura 4.11 mostra a vista panorâmica do trajeto proposto com setas que 
indicam o sentido do fluxo do comboio durante a simulação dinâmica. 
As Figuras 4.12 e 4.13 mostram, respectivamente, a vista de topo da via-
permanente simplificada e a vista lateral em função da distância percorrida. 
 
 
Figura 4.11 – Vista panorâmica da via-permanente simplificada com setas indicativas do sentido do 
fluxo 
 
Na vista de topo é possível ver os trechos com reta tangente percorrido pela 
composição e a curvatura de um quarto de circunferência presente no trajeto onde 




Figura 4.12 – Vista de topo da via-permanente simplificada 
 
Na vista lateral é possível ver as elevações da via-permanente e as regiões de 
aclive e declive onde se fazem presentes as forças de gravidade. 
 
 
Figura 4.13 – Vista lateral da via-permanente simplificada 
 
Após a modelagem da via, é importante extrair as características de raio de 
curvatura e inclinação da mesma para que esses dados possam ser utilizados como 
entradas para os cálculos das forças de resistência à curvatura e gravidade. 
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O algoritmo para cálculo dos raios de curvatura é apresentado no Apêndice C - 
Algoritmo para cálculo de raio de curvatura e de inclinação da via-permanente. 
Os algoritmos para transformação de uma tabela de dados com informações 
sobre a via-permanente em dados úteis ao modelo de simulação desse trabalho é 
melhor desenvolvido na dissertação de mestrado de Mariana C. Perazzo, Modelo de 
Forças de Via e Simulação 3D da Cinética de Composição Ferroviária. 
 
 
4.6 Modelo das forças de gravidade devido à inclinação da via-permanente e 
resistência à curvatura 
 
 
A modelagem das forças de gravidade e resistência à curvatura possui como 
entrada os vetores com as massas e posições de todos os veículos da composição, 
bem como os dados da via carregados no início da simulação. Na Figura 4.14 é 




Figura 4.14 – Representação do modelo de forças de gravidade 
 
A representação para os dados de entrada e saída do modelo de resistência à 




Figura 4.15 – Representação do modelo de força de resistência à curvatura 
 
Por meio do método de interpolação simples, a posição atual do veículo ao 
longo da trajetória é interpolada na tabela de dados carregada previamente e a 
inclinação e curvatura da via-permanente naquele ponto são extraídas, permitindo a 




4.7 Modelagem do ACT 
 
 
Para as aplicações da simulação em tempo real e para o treinamento em 
ambiente virtual de maquinistas, pode-se em um primeiro momento basear os 
modelos de dinâmica longitudinal no modelo combinado de ACT obtida a partir de 
um teste de queda de martelo (COLE, 2006). 
O ACT apresenta característica não-linear histerética, conforme notado em 
teste de queda de martelo (TQM) realizado pela fabricante. Dessa forma, há dois 
ciclos distintos (carregamento e descarregamento) para os modos de compressão 
ou tração da composição ferroviária. 
Os deslocamentos relativos dos veículos fornecem os níveis de deformação 
dos ACTs, permitindo localizar os estados de compressão ou tração, enquanto suas 
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velocidades relativas permitem definir os estados de carregamento ou 
descarregamento. 
Dessa forma, para velocidades relativas maiores que zero, o ACT encontra-se 
no ciclo de carregamento na tração e descarregamento na compressão, enquanto 
que para velocidades relativas menores que zero, o ACT encontra-se no ciclo de 
descarregamento na tração e carregamento na compressão, como mostra a Tabela 
4.2. 
 
Tabela 4.3 – Sinal das velocidades relativas para cada região de operação do ACT 
 Carregamento Descarregamento 
Tração + vrel -vrel 
Compressão - vrel + vrel 
 
Visando reduzir o custo computacional e obter rápida resposta, optou-se por 
utilizar funções de ajuste por regressão polinominal dos dados de teste mostrados 
na Figura 3.6 multiplicadas pela função de Fermi. 
Como resultado, a simulação da dinâmica da composição é processada em 
tempo reduzido quando comparado ao método de busca em tabelas (lookup tables), 
como é mostrado na página 111, que aborda sobre o tempo de processamento de 
cada uma das soluções. 
A Figura 4.16 mostra a curva histerética do ACT Mark 50 modelada utilizando 





Figura 4.16 – Curva histerética do ACT MARK 50 modelada utilizando a função contínua de Fermi 
 
A curva de carregamento é mostrada em linha contínua enquanto a curva de 
descarregamento é mostrada em linhas tracejadas. Nesse modelo de ACT é 
implementada a folga referente ao curso morto de 76,2 mm de um ACT, que pode 
ser observado no trecho contínuo correspondente à força zero na Figura 4.16. 
Como está sendo empregada a modelagem combinada de dois ACT e como a 
curva modelada é correspondente à somente um ACT, para o cálculo das forças do 
ACT, o deslocamento relativo entre dois veículos, que corresponde à deformação 
total dos ACTs, é dividido por dois. 
Para integrar o modelo do ACT ao modelo de composição ferroviária, 
elaboraram-se as rotinas mostradas na Figura 4.17. 
 




Os parâmetros de entrada e saída para o cálculo dos deslocamentos (du) e 
velocidades relativas (dv) são mostrados na representação da Figura 4.18. 
 
 
Figura 4.18 – Representação do cálculo dos deslocamentos e velocidades relativas 
 
Na sequência, dados os valores das forças do ACT num estado anterior e os 
parâmetros da curva do ACT, a sua força para o estado atual pode ser finalmente 
estimada, como mostra a representação da Figura 4.19. 
 
 
Figura 4.19 – Representação do modelo utilizado para cálculo das forças no ACT  
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5 SIMULAÇÕES NUMÉRICAS 
 
 
Para avaliar a validade dos modelos de veículo e das forças externas 
modeladas, propuseram-se simulações computacionais da dinâmica de um e 
múltiplos veículos. 
As condições de simulação para cada um dos casos são mostradas no 
Apêndice D - Condições de contorno das simulações numéricas realizadas. 
 
 
5.1 Para um veículo 
 
 
5.1.1 Simulação Numérica 1 - Aplicação da força de tração sem efeito de 
resistências ao movimento. 
 
 
• Objetivo: avaliar o comportamento da velocidade da locomotiva quando 
a força de tração é aplicada. 
• Ação: Nessa simulação a locomotiva sofre ação da força de tração sob 
ponto de aceleração 1 a partir de velocidade zero. 





Figura 5.1 – Curvas de força de tração e velocidade da locomotiva sob ponto de aceleração 1 
 
Na Figura 5.1, a curva de força de tração da família de locomotivas GE BB40-
9W (Dash 9W) permanece constante por aproximadamente 6 s, quando atinge a 
velocidade de transição de 8 km/h. A partir desse instante, a força de tração cai com 
característica parabólica à medida que a velocidade da locomotiva aumenta. Dessa 
forma, conclui-se que os resultados obtidos para a modelagem estão coerentes 
qualitativamente considerando aderência máxima entre roda e trilho. 
 
 
5.1.2 Simulação Numérica 2 - Aplicação da força de tração com efeito da 
resistência ao movimento. 
 
 
• Objetivo: avaliar o comportamento da velocidade do veículo quando a 




• Ação: Nessa simulação a locomotiva sofre ação da força de tração sob 
ponto de aceleração 1 a partir de velocidade zero. 
 
Os resultados da simulação realizada são mostrados na Figura 5.2 abaixo. 
 
 
Figura 5.2 – Curvas de força de tração, resistência ao movimento, resultante atuante e velocidade da 
locomotiva 
 
Na Figura 5.2, observa-se que a curva de resistência ao movimento se inicia 
com uma intensidade próxima a 4 ton devido à existência da resistência estática de 
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movimentação dos mancais e rolamentos do veículo. À medida que a velocidade da 
locomotiva aumenta e supera 0,36 km/h, a resistência estática ao movimento é 
superada e dá espaço à resistência dinâmica ao movimento, que possui intensidade 
menor do que a resistência estática. O aumento da velocidade provoca aumento do 
arrastro por atrito entre o flange e os trilhos da via-permanente e aumento do arrasto 
aerodinâmico, fazendo com que a resultante no atuante na locomotiva diminua com 
o passar do tempo. A aceleração da locomotiva diminui e, portanto, a taxa de 
variação da velocidade também reduz, como mostrado nas curvas da Figura 5.2. Os 
resultados obtidos para a modelagem estão coerentes qualitativamente. 
 
 
5.1.3 Simulação Numérica 3 - Aplicação da força de tração com efeito da 
resistência à curvatura da via permanente. 
 
 
• Objetivo: avaliar o comportamento da velocidade do veículo quando a 
locomotiva está sujeita a forças de tração, de resistência ao movimento 
em reta tangente e em curvas. 
• Ação: Nessa simulação a locomotiva sofre ação da força de tração sob 
ponto de aceleração 8 a partir de velocidade zero. 










Figura 5.4 – Curvas de resistência à curvatura, força de tração, resistência ao movimento, resultante 
atuante e velocidade da locomotiva 
 
Observa-se a ação da resistência à curvatura a partir de 64000 m percorridos 
pela locomotiva. Como a intensidade da força de resistência à curvatura é da ordem 
de 0,2 ton para aplicações em via permanente real e como a força da locomotiva é 
muito superior a essa resistência, não se observaram alterações na força resultante 
da locomotiva nem na velocidade desenvolvida por ela. O algoritmo proposto atingiu 
seu objetivo permitindo a atualização dos valores de resistência à curvatura a cada 









• Objetivo: avaliar o comportamento da velocidade do veículo quando a 
locomotiva está sujeita a forças de tração, de resistência ao movimento 
e de gravidade devido à presença de aclives e declives na via 
permanente. 
• Ação: Nessa simulação a locomotiva sofre ação da força de tração sob 
ponto de aceleração 8 a partir de velocidade zero. 
 






















Nessa figura, observa-se a ação das forças de gravidade a partir de 1000 m. 
Quando a locomotiva está no declive (1000 m a 1718 m), a força de gravidade atua 
de forma a aumentar a velocidade da locomotiva nessa região. Por outro lado, 
quando a locomotiva inicia seu movimento na região de aclive (a partir de 1759 m), a 
força de gravidade atua como uma força de resistência, reduzindo sua velocidade. O 
algoritmo proposto atingiu seu objetivo permitindo a atualização dos valores de 
resistência de gravidade a cada iteração a partir da localização do estado de 
deslocamento do veículo. 
 
 
5.2 Para múltiplos veículos 
 
 
5.2.1 Simulação Numérica 5 - Verificação da transmissão de força de tração 
para veículo seguinte via ACT. 
 
 
• Objetivo: avaliar o comportamento das forças atuantes na locomotiva e 
no vagão seguinte e verificar as forças resultantes nesses veículos. 
• Ação: nessa simulação a locomotiva e o vagão são conectados pelo 
modelo de ACT e a locomotiva sofre ação da força de tração sob ponto 
de marcha 1 a partir de velocidade zero. 
 





Figura 5.8 – Curvas de força de tração, força do ACT, resultante atuante na locomotiva e resultante 
atuante no vagão sem ação da resistência à propulsão 
 
Na Figura 5.8 são mostradas as curvas de força de tração e do ACT e as 
resultantes atuantes na locomotiva e no vagão que a segue sem a ação da força de 
resistência ao movimento. Observa-se que o modelo proposto está coerente 
qualitativamente, pois, ao iniciar a movimentação, a locomotiva inicia o processo de 
deformação do ACT no ciclo de carregamento. Como não existe resistência ao 
movimento para nenhum dos veículos, durante o início do movimento qualquer 
diferença no sinal da velocidade relativa dos veículos faz com que o ACT alterne 
entre níveis de forças intermediárias entre os ciclos de carregamento e 
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descarregamento na região de tração, e, por isso, se observam as oscilações até 8 s 
de tempo de simulação.  
Durante todo o processo, porém, nota-se que a locomotiva é conduzida com 
uma força resultante igual à força de tração subtraída a força do ACT, e o vagão é 








• Objetivo: avaliar a transmissão das forças de tração da locomotiva pelo 
ACT a todos os veículos conectados. 
• Ação: nessa simulação a locomotiva e os vagões são conectados pelo 
modelo de ACT e a locomotiva sofre ação da força de tração sob ponto 
de aceleração 4 a partir de velocidade zero. 
Os resultados da simulação realizada são mostrados na Figura 5.9. 
Nessa simulação observa-se que de forma análoga à simulação numérica 5, as 
forças de tração da locomotiva são transmitidas para os veículos seguintes pelo 
ACT. Observa-se, porém, que o último veículo quando tracionado volta rapidamente 
à região de folga devido à inexistência de um veículo seguinte e consequentemente 
de forças do ACT que causem uma resistência de movimento que provocariam uma 
redução de sua aceleração. Dessa forma, quando o último veículo inicia seu 
movimento em direção ao veículo seguinte, as forças de ACT entre eles aumentam, 
causando uma redução de velocidade do penúltimo veículo, até o momento em que 
esse atinge a folga. Esse fenômeno começa a se propagar por toda a composição 
como observado nas Figuras 5.9, 5.10 e 5.11 a partir de 17 s, e cessa quando atinge 




Quando o último veículo é atingido novamente, por volta de 52 s, a composição 
já está em movimento e por isso, os efeitos da folga não são tão intensos como o 




























5.2.3 Simulação Numérica 7 – Efeito da ação da folga durante aceleração 
 
 
• Objetivo: avaliar o efeito da folga quando os veículos são tracionados a 
partir da posição nodal. 
• Ação: nessa simulação a locomotiva e os vagões são conectados pelo 
modelo de ACT e a locomotiva sofre ação da força de tração sob ponto 
de aceleração 1 a partir de velocidade zero. 
O resultado da simulação realizada é mostrado nas Figuras 5.12 e 5.13. 
Nessa simulação (Figura 5.12), observam-se os efeitos da ação da folga como 
reportado por Cole (1999). Ao partir com os veículos posicionados no meio da folga, 
ou nodal, as forças de tração permitem que a locomotiva adquira velocidade antes 
de sofrer as ações das forças de resistência do ACT. Dessa forma, ao entrar na 
região de tração do ACT, a energia cinética que a locomotiva possui somada à 
adição de energia provocada pelas forças de tração faz com que os níveis de força 
no ACT sejam superiores às forças de locomotiva, como se observa em 1,3 s, 
quando o ACT conectando a locomotiva ao primeiro vagão atinge uma força de 10 
ton. Dessa forma, a resultante na locomotiva torna-se negativa (Figura 5.13), 
reduzindo a sua velocidade e fazendo com que a mesma volte à folga. Esse 
fenômeno se repete a todos os outros veículos, como se observa nos ACTs 2 e 3 da 
Figura 5.12, até o instante em que todos os veículos são conectados e tracionados, 
a partir de 6 s. 
Cole (1999) reportou o mesmo fenômeno para os veículos tracionados sob as 
mesmas condições. Suas curvas, porém, possuíam uma característica de ondas 
quadradas ao invés de senoidais como se observou na Figura 5.12, devido à 
presença da rigidez de travamento em seu modelo, que não foi modelada nesse 
















5.2.4 Simulação Numérica 8 – Efeito de forças distribuídas nas forças do ACT 
 
 
• Objetivo: avaliar o efeito das forças de tração distribuídas das 
locomotivas nos desenvolvimento das forças nos ACTs ao longo da 
composição. 
• Ação: nessa simulação as locomotivas e os vagões são conectados pelo 
modelo de ACT e as locomotivas e locotrol sofrem ação da força de 
tração sob ponto de aceleração 4 a partir de velocidade zero. 
Os resultados das simulações realizadas são mostrados nas Figuras 5.14, 
5.15, 5.16, 5.17, 5.18 e 5.19. 
Nessa simulação (Figura 5.14, 5.15 e 5.16), a força de tração sob ponto 4 é 
aplicado às locomotivas 1, 2, 53 e 54 e observa-se um crescimento da força de 
tração nos ACT1, ACT2 e ACT26, que estão sendo tracionados pelas locomotivas 1 e 
2 e um crescimento nas forças de tração nos ACT54, ACT79, ACT94 e ACT104, que 
estão sendo tracionados pelas locomotivas 53 e 54.  
O ACT52, por sua vez, como está localizado à frente da locomotiva comandada 
53, sofre ação de forças de compressão (em 1 s), pois o movimento provocado pela 
força de tração dela faz comprimir o vagão a frente ainda parado. 
Observa-se que o comportamento dinâmico do último veículo (104), no que 
tange ao retorno à folga, é menos pronunciado em veículos com tração distribuída, 
quando se comparam os resultados obtidos entre as Figuras 5.11 e 5.16, i.e., como 
as forças de tração estão distribuídas ao longo da composição, e, portanto, ocorre 
melhor distribuição da energia para movimentação, o gradiente da resultante nos 
veículos é menos pronunciado para o caso de forças distribuídas, permitindo que 
eles entrem em regime permanente mais rapidamente. Nas Figuras 5.17, 5.18 e 
5.19, por sua vez, observam-se os mesmos fenômenos descritos anteriormente, ao 
passo que aos 15 s de simulação a força de tração das locomotivas é alterada para 

















































• Objetivo: verificar o efeito da elevação nas forças de compressão ou 
tração do ACT 
• Ação: nessa simulação os veículos são colocados em um trecho 
determinado da via-permanente e adequam-se para a posição de 
equilíbrio sujeitos às forças de gravidade. Na sequência, é realizada 
uma simulação a partir do repouso em um trecho da via-permanente. 
Os resultados das simulações realizadas são mostrados nas Figuras 5.20, 
5.21, 5.22, 5.23 e 5.24. 
Nessa simulação (Figuras 5.20 e 5.21), os veículos foram dispostos num trecho 
da via-permanente e sob a força de gravidade em cada um dos veículos, a 
composição foi levada a uma nova posição de equilíbrio. 
É esperado que para os veículos na cabeça da composição (1 e 2), as forças 
nos ACTs sejam de tração (sinal positivo, Figura 5.21), pois eles se encontram em 
um declive e não há nenhum veículo a frente dos mesmos resistindo a sua 
movimentação, como mostrado na Figura 5.20.  
Para os veículos localizados na cauda da composição (94 e 104), as forças 
esperadas para os ACT são de compressão (sinal negativo, Figura 5.21), pois como 
são os últimos veículos e se encontram em um declive, a tendência dos mesmos é 
de se movimentar em direção à composição, comprimindo, portanto, os ACTs 
(Figura 5.20). 
Os veículos intermediários podem se encontrar tanto em tração quanto em 
compressão, dependendo da característica da elevação da via-permanente e da 
cinemática da composição. Para os veículos mostrados na Figura 5.21, todos 








Figura 5.21 – Estado das forças nos ACTs ao final da simulação 
 
Nas Figuras 5.22, 5.23 e 5.24, foi realizada uma simulação completa onde uma 
composição de 104 veículos com tração distribuída entre os veículos 1, 2, 53 e 54 é 
acelerada a partir do repouso e com o último veículo localizado na posição 0 m da 
via-permanente. 
Observaram-se variações abruptas de força no ACT para o último veículo, em 
torno de 500 s de simulação, quando ele passa pelo deslocamento 6000 m da via-
permanente, que conforme mostrado na Figura 5.22, apresenta uma variação 
significativa de inclinação. Dessa forma, constata-se assim como reportado por Cole 
(1999), que as forças de gravidade devido à inclinação da via-permanente 




















5.2.6 Simulação Numérica 10 – Verificação do tempo de processamento 
utilizando funções de Fermi e tabelas de busca (lookup tables) 
 
 
• Objetivo: verificar a eficiência computacional da aplicação das funções 
de Fermi baseado no tempo de processamento da simulação. 
• Ação: o tempo de processamento da rotina e o tempo de processamento 
da simulação são comparados por meio da função ‘tic toc’ do MATLAB® 
utilizando funções de Fermi e tabelas de busca (lookup tables) nos 
modelos de forças de locomotiva e ACT. 
Nessa simulação, são propostas duas modelagens para as forças de 
locomotiva e para as forças do ACT: a primeira considera a utilização de funções de 
Fermi que transforma um conjunto de dados em funções contínuas; a segunda 
considera a utilização das tabelas de busca (lookup tables), que é a ferramenta mais 
utilizada em simuladores comerciais. 
Foram registrados o tempo de processamento da rotina de cálculo das forças e 
o tempo de processamento de toda a simulação utilizando as duas abordagens. 
Os resultados para a modelagem das forças de locomotiva podem ser vistos na 
Tabela 5.1. 
 
Tabela 5.1 – Tempo de processamento da rotina e da simulação do modelo de forças de locomotiva 
 Rotina de cálculo da força 
de locomotiva 
Simulação completa 
tFERMI (s) 0,000899 102,69 
tLOOKUPTABLES (s) 0,001398 146,37 
Redução de tempo de 
processamento 






Notou-se uma redução do tempo de processamento de 35,7 % na rotina de 
cálculo da força de locomotiva e de 29,8 % no tempo de simulação completa com a 
utilização das funções de Fermi.  
Não se observaram variações nas respostas obtidas pelas duas abordagens, 
como se mostra na Figura 5.25, em que as curvas da força de locomotiva são 
idênticas. 
Dessa forma, as funções de Fermi se mostram eficientes para a redução do 












Para a modelagem das forças de ACT, os resultados são mostrados na Tabela 
5.2. 
 
Tabela 5.2 – Tempo de processamento da rotina e da simulação do modelo de forças do ACT 
 Rotina de cálculo da 
força do ACT 
Simulação completa 
tFERMI (s) 0,001214 34,40 
tLOOKUPTABLES (s) 0,002251 52,88 
Redução de tempo de 
processamento 




Notou-se uma redução do tempo de processamento de 46,1 % na rotina de 
cálculo das forças do ACT e de 34,9 % no tempo de simulação completa com a 
utilização das funções de Fermi.  
Observou-se uma diferença de 17,2 % na resposta de pico quando se 
comparam as duas modelagens (Figura 5.26). Essa alteração na resposta do ACT 
quando modelado via funções de Fermi ocorre devido a diferença existente entre as 
curvas de regressão polinomial de 6ª ordem, implementados no cálculo das forças 
do ACT e os dados presentes nas tabelas de busca, como mostrado na Figura 5.27, 














Figura 5.27 – Dados da tabela de busca (lookup table) e da curva obtida por regressão polinomial de 







Para validar o modelo desenvolvido, foram comparadas as curvas de 
deslocamento, velocidade, deslocamento e força dos ACTs fornecidos pelo 
simulador americano TOS/TOES/Alion. A Figura 6.1 mostra a tela do simulador 




Figura 6.1 – Tela do simulador TOS/TOES/Alion (Material disponibilizado pela Vale S.A de forma 
privada) 
 
Para isso, a partir de informações fornecidas pela Vale S.A, o modelo de 
simulação desenvolvido foi configurado com as mesmas condições de contorno do 
simulador americano, tais como a quantidade de vagões da composição, o ponto de 
aceleração e a posição da folga dos ACTs. 
As condições de simulação são mostradas no Apêndice E - Condições de 








A Tabela 6.1 mostra as condições de contorno para a primeira simulação 
realizada. 
 
Tabela 6.1 – Condições de contorno para a primeira simulação de validação do deslocamento e 
velocidade da locomotiva e dos deslocamentos e forças nos ACTs 
Quantidade de vagões 100 
Ponto de aceleração 4 
Posição da folga dos ACT Nodal (meio da folga) 
 
A Figura 6.2 mostra as curvas de deslocamento e velocidade da locomotiva GE 
BB40-9W (Dash 9W) obtidas pelo modelo de simulação e pelo simulador americano. 
Para efeito de comparação e melhor visualização dos resultados, a curva de 
deslocamento do simulador americano foi deslocada de 582 m, fazendo com que as 
duas curvas (modelo desenvolvido e modelo americano) tenham a mesma posição 
inicial. Observou-se que a 120 s a curva de deslocamento do modelo desenvolvido 
possui uma diferença de 2,7% em relação ao valor de deslocamento da curva obtida 
pelo simulador americano. Essa discreância ocorre devido a uma possível diferença 
entre as forças de locomotiva utilizadas no modelo de simulação e no simulador 
americano, como informado pela Vale S.A. 
Para a velocidade, a diferença é de 30,22 %. Essa discrepância na curva de 
velocidade pode ocorrer pelo fato do simulador americano realizar filtragem dos 





Figura 6.2 – Curvas de deslocamento e velocidade da locomotiva do modelo de simulação 
desenvolvido e do modelo americano TOS/TOES (Validação 1) 
 
As Figuras 6.3 e 6.4 permitem que os níveis de deslocamento e forças nos 
ACTs sejam avaliados somente de forma qualitativa. Observa-se que todos os ACTs 
encontram-se tracionados após todos os veículos serem conectados, i.e., 
apresentam deslocamento positivo como mostrado na Figura 6.3. Esse fenômeno é 
ratificado pela resposta do simulador americano na Figura 6.4 que mostra todos os 
elementos sob tração, i.e., todos os traços verdes acima do eixo horizontal. 
De forma análoga, os ACTs desenvolvem forças de tração tanto no modelo de 
simulação quanto no simulador americano e apresentam forma triangular, indicando 
que o veículo mais próximo da cabeça da composição está sujeito à maiores forças 





Figura 6.3 – Níveis de deslocamento e forças nos ACTs para cada dupla de veículos da composição 
ferroviária (Validação 1) 
 
 
Figura 6.4 – Níveis de deslocamento e forças nos ACTs (setas vermelhas) provenientes do simulador 










A Tabela 6.2 mostra as condições de contorno para a segunda simulação de 
validação realizada. 
 
Tabela 6.2 – Condições de contorno para a segunda simulação de validação do deslocamento e 
velocidade da locomotiva e dos deslocamentos e forças nos ACTs 
Quantidade de vagões 50 
Ponto de aceleração 8 
Posição da folga dos ACT Nodal (meio da folga) 
 
A Figura 6.5 mostra as curvas de deslocamento e velocidade da locomotiva GE 
BB40-9W (Dash 9W) obtidas pelo modelo de simulação e pelo simulador americano. 
Para efeito de comparação e melhor visualização dos resultados, a curva de 
deslocamento do simulador americano foi deslocada de -392 m, fazendo com que as 
duas curvas (modelo de simulação e modelo americano) tenham a mesma posição 
inicial. Observou-se que a 60 s de simulação a curva de deslocamento do modelo de 
simulação desenvolvido possui uma diferença de 1,84 % em relação ao valor de 
deslocamento da curva obtida pelo simulador americano. De forma similar à 
simulação de validação 1, essa discrepância entre os modelos ocorre devido a uma 
possível diferença entre as forças de locomotiva utilizadas no modelo de simulação 
e no simulador americano, como informado pela Vale S.A. 
Para a velocidade, a diferença é de 4 %. Como o ponto de aceleração é mais 
elevado nessa simulação, a força de locomotiva é capaz de colocar todos os 
veículos em movimento uniformemente acelerado mais rapidamente fazendo com 
que o filtro utilizado pelo simulador americano não interfira nas respostas como 
ocorreu na primeira simulação (Figura 6.2). Dessa forma, a diferença nos valores de 





Figura 6.5 – Curvas de deslocamento e velocidade do modelo de simulação e do modelo americano 
TOS/TOES (Validação 2) 
 
As Figuras 6.6 e 6.7 permitem que os níveis de deslocamento e forças nos 
ACTs sejam avaliados somente de forma qualitativa. Observa-se que todos os ACTs 
encontram-se tracionados após todos os veículos serem conectados, i.e., 
apresentam deslocamento positivo como mostrado na Figura 6.6. Esse fenômeno é 
ratificado pela resposta do simulador americano na Figura 6.7 que mostra todos os 
ACTs sob tração, i.e., todos os traços verdes acima do eixo horizontal. 
De forma análoga, os ACTs desenvolvem forças de tração tanto no modelo de 
simulação quanto no simulador americano e apresentam forma triangular, indicando 
que o veículo mais próximo da cabeça da composição está sujeito à maiores forças 





Figura 6.6 – Níveis de deslocamento e força no ACT para cada dupla de veículos da composição 
ferroviária (Validação 2) 
 
 
Figura 6.7 – Níveis de deslocamento e forças do ACT (setas vermelhas) provenientes do simulador 







O modelo proposto para a simulação do comportamento dinâmico de 
composições ferroviárias a partir de massas concentradas apresentou diferença 
máxima de 2,7 % para o deslocamento e 30,22 % para a velocidade da locomotiva 
nas simulações numéricas de validação quando comparado aos resultados obtidos 
pelo simulador americano TOS/TOES/Alion utilizado pela Vale S.A. As forças dos 
ACTs puderam ser avaliadas somente qualitativamente baseado na curva 
característica de forças ao longo da composição. 
A utilização das funções de ajuste por regressão polinomial e funções de Fermi 
permitiu que um conjunto de dados experimentais fornecidos para as forças de 
tração e para a curva do ACT pela Vale S.A fossem transformados em funções 
contínuas, eliminando a utilização de tabelas de busca ou interpolações (look-up 
tables) usualmente utilizadas nessa aplicação, tornando o programa eficiente 
computacionalmente para aplicações em tempo real, reduzindo o tempo de 
processamento da simulação em 29,8 % para a modelagem de forças de locomotiva 
e 34,9 % para a modelagem das forças de ACT. 
Na modelagem do ACT, a utilização do método de mudança de fase melhorou 
o desempenho da simulação numérica, pois os níveis de força do ACT fornecidos 
pelo método permitem que o integrador numérico apresente convergência mesmo a 
passos de tempo grandes, que são adequados à simulação para aplicações em 
tempo real. 
Dessa forma, por meio das simulações numéricas realizadas pode-se notar o 
comportamento cinemático e cinético de uma composição ferroviária e concluir que 
o modelo proposto simula com fidelidade fenômenos como aceleração a partir do 
repouso, os efeitos das resistências estática e dinâmica ao movimento, os efeitos de 
forças de curvatura devido ao contato entre a flange das rodas e a via-permanente, 
os efeitos das forças de gravidade e a cinemática dos ACTs, quando se observa a 
movimentação em direção às regiões de folga, tração ou compressão dos mesmos. 
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Porém, as intensidades de forças de regime transiente ou de impacto 
(choques) desenvolvidas pelos ACTs em condições de velocidade menores que as 
velocidades de impacto de um teste de queda de martelo não podem ser estimadas 
corretamente uma vez que as curvas de resposta do ACT apresentam diferentes 
comportamentos para diferentes velocidades de aproximação das cunhas de fricção 
conforme mostraram as Figuras 3.7, 3.8 e 3.9, devido ao fenômeno de solda-
cisalhamento que ocorre entre elas e que não eram descritas pela curva de forças 
do ACT fornecido pela Vale S.A. 
Dessa forma, a obtenção de uma resposta adequada para a intensidade dos 
choques como mostra o simulador americano TOS/TOES utilizado pela Vale S.A é 
bastante difícil a partir de um modelo físico, uma vez que o modelo americano é 
baseado em dados experimentais para diversas condições de impacto do ACT na 
faixa de operação de uma composição ferroviária, e funciona como uma “caixa 
preta” para condições de operação dentro e fora dos dados coletados (COLE, 1999). 
Spiryagin et al (2014) sugerem que seja desenvolvida uma modelagem 
completa de todos os elementos de um ACT, incluindo a rigidez das molas, ângulo 
de contato das cunhas de fricção, curva do coeficiente de atrito entre as cunhas e 
rigidez de travamento para que as forças transientes desenvolvidas por ele possam 
ser calculadas corretamente. Ele alerta, porém, que esse tipo de abordagem pode 
não ser útil à aplicação em tempo real para treinamento de maquinistas e 
operadores devido ao elevado número de variáveis a serem simuladas, fazendo com 
essa solução seja mais interessante para aplicações de engenharia estrutural do 
componente. 
Outra possível solução sugerida (COLE, 1999), porém ainda não explorada 
para aplicações em tempo real, seria a utilização de mais curvas de interpolação, 
partindo de velocidade 0, em que a rigidez do ACT é máxima, até a velocidade de 
impacto do teste de queda de martelo (3,3 m/s), em que a rigidez do ACT é tal como 
mostrado na Figura 3.6. Essas curvas poderiam ser obtidas a partir de dados 
experimentais obtidos para faixa de operação usual de uma composição ferroviária, 
implementadas no software, e calibradas até que os resultados começassem a ter 




8 CONCLUSÃO E SUGESTÃO PARA TRABALHOS FUTUROS 
 
 
O objetivo proposto para o trabalho foi alcançado. A modelagem da 
composição ferroviária a partir de massas concentradas, a utilização de ajuste por 
regressão polinomial e a aplicação da função de Fermi para a transformação de um 
conjunto de dados experimentais em funções contínuas permitiram que as forças 
denominadas de regime permanente fossem estimadas e que o modelo 
apresentasse diferença de 2,7 % nos valores de deslocamento da locomotiva 
quando comparados aos resultados obtidos pelo simulador americano 
TOS/TOES/Alion. utilizado pela Vale S.A. 
As funções de Fermi se mostraram eficientes computacionalmente frente ao 
uso das tabelas de busca (lookup tables) reduzindo o tempo de processamento da 
simulação em 29,8 % para a modelagem das forças de locomotiva e 34,9 % para a 
modelagem das forças de ACT. 
As forças denominadas de regime transiente ou impacto não puderam ser 
estimadas corretamente, pois para essas condições de operação as forças 
desenvolvidas pelo ACT são muito maiores do que as informadas pelo teste de 
queda de martelo, que descreve situações de impacto bastante raras na operação 
usual de uma composição ferroviária de carga.  
Possíveis soluções para a determinação das forças de regime transiente ou 
impacto se encontram na modelagem completa de um ACT com todos seus 
componentes internos como já realizaram pesquisadores australianos ou, ainda, a 
utilização de mais curvas de interpolação partindo de velocidade 0, em que a rigidez 
do ACT é máxima, até a velocidade de impacto do teste de queda de martelo (3,3 
m/s).  
Sugere-se para trabalhos futuros a instrumentação de alguns veículos da 
composição para se determinar a faixa de velocidades relativas que os veículos 
costumam operar nas ferrovias brasileiras, para somente então, baseado nesses 
valores de velocidades, realizar testes de impacto no ACT que forneçam as curvas 
de resposta do ACT para essa faixa de operação.  
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Dessa forma, buscar-se-á implementar as curvas de ACT na sua faixa de 
operação em comboio, de forma análoga ao que o software TOS/TOES da AAR 
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A Dinâmica é um ramo da engenharia mecânica que lida com o movimento de 
corpos sob ação de forças e é dividida em duas partes distintas: cinemática e 
cinética. 
A cinemática é o ramo da dinâmica que descreve o movimento dos corpos sem 
relacionar às forças que causam o movimento ou são geradas como um resultado 
do movimento. Ela é comumente descrita como “geometria do movimento”. Algumas 
aplicações da cinemática em engenharia incluem o projeto de camo-seguidores, 
engrenagens, mecanismos e outros componentes de máquinas projetados para que 
um dado movimento seja realizado.  
Por sua vez, a cinética é o estudo das relações entre forças e a alteração 
resultante no movimento do corpo. Com o auxílio da 2ª Lei de Newton, a cinemática 
e a cinética podem ser combinadas e os problemas de engenharia envolvendo 
forças, massa e movimento podem ser resolvidos (MERIAM, 2003). 
 
 
A.1 Cinemática de partículas 
 
 
Neste trabalho, todos os corpos serão tratados como partículas, i.e., “um corpo 
cujo tamanho não afeta sua resposta às forças que atuam sobre ele” (BORESI, 
2003) ou ainda “um corpo cujas dimensões físicas são tão pequenas, quando 
comparadas com o raio de curvatura de sua trajetória” (MERIAM, 2003). O estudo do 
movimento de partículas pode ser descrito utilizando tanto um referencial fixo, 




A.1.1 Movimento retilíneo 
 
 
O estudo da dinâmica se inicia pela discussão do movimento de uma partícula 
ao longo de uma trajetória em linha reta (HIBBELER, 2010).  
Para isso, definem-se algumas grandezas físicas, como o deslocamento, 






Considere uma partícula P se movendo ao longo de uma linha reta, como 
mostrado na Figura A.1. 
 
 
Figura A.1 - Representação esquemática de uma partícula se movendo ao longo de uma trajetória 
(MERIAM, 2003) 
 
A posição de P a qualquer instante de tempo t pode ser especificado pela 
distância s medida a partir de um ponto O convenientemente escolhido como 
referência. No momento t + ∆t a partícula se moveu para P’ e a sua coordenada se 
tornou s + ∆s. A mudança na coordenada de posição durante o intervalo ∆t é 
chamado de deslocamento ∆s da partícula. O deslocamento poderia ser negativo se 








A velocidade média de uma partícula durante um intervalo ∆t é o deslocamento 
dividido pelo intervalo de tempo, como mostra a Equação (A.1) 
 
 
𝑣𝑚é𝑑𝑑𝑎 =  ∆𝑠∆𝑑 (A.1) 
 
À medida que ∆t diminui e se aproxima de zero no limite, a velocidade média 
se aproxima da velocidade instantânea da partícula que é [Equações (A.2) e (A.3)]: 
 
 
𝑣 =  lim
∆𝑡 →0∆𝑠∆𝑑 (A.2) 
 
 




Assim, a velocidade é a taxa temporal de mudança da coordenada de posição 
s. A velocidade é positiva ou negativa, conforme o deslocamento correspondente 






A aceleração média da partícula durante o intervalo ∆t é a mudança na sua 





𝑎𝑚é𝑑𝑑𝑎 =  ∆𝑣∆𝑑  (A.4) 
 
À medida que ∆t diminui e se aproxima de zero no limite, a aceleração média 




𝑎 =  lim
∆𝑡 →0∆𝑣∆𝑑  (A.5) 
 
 





A aceleração é positiva ou negativa conforme a velocidade esteja aumentando 
ou diminuindo. Observe que a aceleração seria positiva se a partícula tivesse uma 
velocidade negativa que estivesse se tornado menos negativa. Se a partícula está 




A.4.1 Movimento curvilíneo 
 
 
O movimento curvilíneo ocorre quando uma partícula se move ao longo de uma 
trajetória curva. Como esse movimento geralmente é descrito em três dimensões, 
uma análise vetorial é mais apropriada para determinação da posição, velocidade e 









Considere uma partícula localizada num espaço curvo definido por uma função 
s(t). A posição da partícula, medida a partir de um ponto fixo O, será denominado de 
vetor posição r = r(t), conforme mostra Figura A.2. É importante notar que tanto a 
intensidade quanto a direção desse vetor irá mudar à medida que a partícula se 
movimenta pela trajetória. 
 
 






Durante um pequeno intervalo de tempo ∆t, a partícula se move de uma 
distância ∆s ao longo da curvatura até atingir a nova posição, definida como r’ = r+ 
∆r. O deslocamento ∆r representa a alteração na posição da partícula, e é 











Durante o intervalo de tempo ∆t, a velocidade média da partícula é: 
 
 
𝑣𝑚é𝑑𝑑𝑎 =  ∆𝒓∆𝑑  (A.7) 
 
A velocidade instantânea é determinada a partir da Equação (A.7) fazendo o 
intervalo de tempo tender a zero, e consequentemente a direção de ∆r se aproxima 
da tangente da curva, como mostra a Equação (A.8): 
 
 













Se a partícula possui velocidade v em um instante t e uma velocidade v’ = v + 
∆v num instante t+ ∆t, então a aceleração média durante esse intervalo ∆t é: 
 
 
𝑎𝑚é𝑑𝑑𝑎 =  ∆𝒗∆𝑑  (A.9) 
 
 
Figura A.4 – Vetores velocidade plotados no espaço curvo s (MERIAM, 2003) 
 
Onde ∆v = v’ – v. Para avaliar essa taxa de variação no tempo, os dois vetores 
de velocidade da Figura A.4 são plotados conforme mostra a Figura A.5, de forma 
que uma de suas extremidades seja conectada no ponto O’ e as outras duas 
extremidades toquem os respectivos pontos na curva. Essa curva é chamada de 
hodógrafo e descreve os pontos dos vetores velocidade da mesma maneira que o 




Figura A.5 – Hodógrafo (MERIAM, 2003) 
 
Para obter a aceleração instantânea, ∆t tende a zero de forma que ∆v se 
aproxima da tangente do hodógrafo e portanto, a aceleração é calculada como 
mostra a Equação (A.10). 
 
 





A.9 Cinética das partículas 
 
 
A.9.1 Leis do movimento de Newton: 2ª Lei de Newton 
 
 
A relação básica entre força e aceleração é descrita pela segunda lei de 
Newton (MERIAM, 2003), que é utilizada para a descrição da cinética de um ponto 
material ou de um corpo rígido com relação ao seu centro de massa. 
A segunda lei de Newton define que a resultante das forças que age sobre um 
ponto material ou no centro de massa de um corpo rígido, é igual à variação de seu 
vetor quantidade de movimento linear (momentum). Matematicamente, a segunda lei 





𝛴𝑭𝑑 = 𝑑𝑳𝑑𝑑  (A.11) 
 
onde ΣFi é a resultante de forças que agem sobre a partícula ou corpo rígido, 𝑳 
é o vetor quantidade de movimento linear (momentum), definido como mostra a 
Equação (A.12): 
 
 𝑳 = 𝑚𝒗 (A.12) 
 
onde 𝑚 e 𝒗 são, respectivamente, a massa e a velocidade da partícula ou do 
centro de massa do corpo rígido, sendo medida em relação a um sistema inercial de 
referência (KURKA, 2015). 
Quando uma partícula se move ao longo de uma trajetória curva conhecida, a 
equação de movimento da partícula pode ser escrita nas direções tangencial, normal 
e binormal. Quando não houver movimentação na direção binormal, a partícula 
estará, portanto, restrita à movimentação ao longo da trajetória de forma que: 
 
 �𝐹𝑡 = 𝑚𝑎𝑡 (A.13) 
 
 �𝐹𝑛 = 𝑚𝑎𝑛 (A.14) 
 
 �𝐹𝑑 = 0 (A.15) 
 
Onde at representa a variação temporal da intensidade da velocidade. Dessa 
forma, se at atua na direção do movimento, a velocidade da partícula irá aumentar; 
se ela atuar na direção contrária, a velocidade da partícula irá diminuir. De forma 
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análoga, an representa a variação temporal da direção da velocidade, e sempre atua 
no sentido positivo de n, i.e., em direção ao centro de curvatura. Por essa razão an é 
chamada de aceleração centrípeta, como mostra a Equação (A.16), onde v 
representa a velocidade da partícula e R o raio de curvatura. 
 
 
𝑎𝑛 =  𝑣2𝑅  (A.16) 
 
 
A.9.2 Modelagem de sistemas com múltiplos graus de liberdade: aplicação da 
segunda lei de Newton 
 
 
O método direto ou Newton-Euler consiste na obtenção das equações de 
equilíbrio dos sistemas dinâmicos, aplicando a 2ª Lei de Newton individualmente 
para cada um dos componentes do sistema. Para corpos rígidos, que possuem 
movimento de rotação, a cinética ainda é descrita pela equação de Euler. 
Para isso, realiza-se um diagrama de corpo livre (DCL) do sistema, 
representando em cada componente as forças, torques internos e externos atuantes, 
bem como a aceleração linear do centro de massa e a aceleração angular (somente 
para corpos rígidos). A Figura A.6 (a) apresenta um sistema massa-mola-






Figura A.6 – Sistema dinâmico discretizado e DCL para uma massa do sistema (RAO, 2011) 
 
Após determinar a configuração do sistema em equilíbrio estático, desenhar o 
diagrama de corpo livre de cada massa do sistema e aplicar a segunda lei de 
Newton, obtêm-se as equações dinâmicas de segunda ordem, que serão 
apresentadas a seguir (RAO, 2009). 
 
 
A.9.3 Método direto para obtenção do modelo cinético: Newton 
 
 
O diagrama de corpo livre de uma massa interior típica mi é mostrado na Figura 
A.6 (b), juntamente com as direções positivas consideradas para seu deslocamento, 
velocidade e aceleração. A aplicação da segunda lei do movimento de Newton à 
massa mi fornece: 
 




As equações de movimento das massas mi e mn podem ser deduzidas das 
Equações (A.18) e (A.19) fazendo i = 1 juntamente com x0 = 0 e i = n juntamente 
com xn+1 = 0, respectivamente. 
 
 𝑚1?̈?1 + (𝑐1 + 𝑐2)?̇?1 − 𝑐2?̇?2 + (𝑘1 + 𝑘2)𝑥1 − 𝑘2𝑥2 = 𝐹1 (A.18) 
 
 𝑚𝑛?̈?𝑛 + (𝑐𝑛 + 𝑐𝑛+1)?̇?𝑛 − 𝑐𝑛?̇?𝑛+1 + (𝑘𝑛 + 𝑘𝑛+1)𝑥𝑛 − 𝑘𝑛𝑥𝑛−1 = 𝐹𝑛 (A.19) 
 
É importante notar que as equações de movimento, Equações (A.18) e (A.19), 
apresentadas anteriormente podem ser expressas na forma matricial como: 
 
 [𝑚]?̈? + [𝑐]?̇? + [𝑘]𝒙 = 𝑭 (A.20) 
 
Onde [m], [c], [k] são denominadas as matrizes de massa, amortecimento e 
rigidez, respectivamente, e são dadas por: 
 
 [𝑚] =  �𝑚1 … 0⋮ ⋱ ⋮0 … 𝑚𝑛� (A.21) 
 
 [𝑐] =  �(𝑐1 + 𝑐2) … 0⋮ ⋱ ⋮0 … (𝑐𝑛 + 𝑐𝑛+1)� (A.22) 
 
 [𝑘] =  �(𝑘1 + 𝑘2) … 0⋮ ⋱ ⋮0 … (𝑘𝑛 + 𝑘𝑛+1)� (A.23) 
 






𝑥 =  �𝑥1(𝑑)⋮
𝑥𝑛(𝑑)� (A.24)  
 
 








𝐹 =  �𝐹1(𝑑)⋮
𝐹𝑛(𝑑)� (A.27) 
 
Dessa forma, nota-se que as equações diferenciais do sistema massa-mola-
amortecedor considerados anteriormente são acopladas, isto é, cada equação 
envolve mais que uma coordenada. Isso significa que as equações não podem ser 
resolvidas individualmente, uma por vez; elas só podem ser resolvidas 
simultaneamente (RAO, 2009). 
 
 
A.10 Transformação espaço-tempo para espaço-estado 
 
 
A vibração de um sistema dinâmico discreto, com 𝑛 graus de liberdade, é 
descrita por meio de um sistema de equações diferenciais simultâneas de segunda 
ordem. Tal sistema, conhecido também como modelo de vibração no domínio 




 𝑀?̈? + 𝐶?̇? + 𝐾𝒙 = 𝑭 (A.28) 
 
onde 𝐌, 𝐂 e 𝐊 são matrizes simétricas, positivo-definidas de dimensão 𝑛×𝑛, de 
massa, amortecimento e rigidez, respectivamente. A Equação (A.28) representa, de 
forma compacta, um sistema de 𝑛 equações diferenciais simultâneas, com 𝑛 
variáveis, ou incógnitas.  
A solução do sistema de equações diferenciais pode ser obtida pelo 
desacoplamento das equações de movimento ou com o uso da transformada de 
Laplace, empregando-se uma técnica de inversão da matriz de transferência. O 
procedimento algébrico empregado em ambas as técnicas, no entanto, é 
simplificado quando se trabalha com variáveis de estado, em vez das variáveis 
espaço-tempo originais. O uso de variáveis de estado, descrito a seguir, proporciona 
uma redução na ordem da equação diferencial de movimento (KURKA, 2015). 
 
 
A.10.1 Modelo de variáveis de estado 
 
 
O sistema de 𝑛×𝑛 equações diferenciais descrito na Equação (A.28) pode ser 
expandido em um novo sistema de 2𝑛×2𝑛 equações, por meio da introdução de uma 
igualdade diferencial nula, conforme Equação (A.29). 
 
 �M?̈? + C?̇? + K𝒙 = 𝑭M?̇? − M?̇? = 𝟎  (A.29) 
 
O sistema de equações simultâneas descrito na Equação (A.29) pode ser 
representado de forma compacta como: 
 






 𝐴 = �𝑪 𝑴
𝑴 0 � (A.31) 
 
 𝑄 = �−𝑲 00 𝑴� (A.32) 
 
 𝑦𝐴 = [𝒙𝐴 ?̇?𝐴] (A.33) 
 
 𝑓′𝐴 = [𝒇𝐴 𝟎𝐴] (A.34) 
 
O vetor 𝒚 descrito na Equação (A.33) é o vetor de variáveis de estado da 
equação dinâmica modificada (KURKA, 2015). 
 
 
A.11 Solução numérica 
 
 
Para a solução de equações diferenciais não lineares, é geralmente obrigatória 
a utilização de métodos numéricos de integração. No método de integração direta, 
as equações de movimento são integradas sucessivamente utilizando um 
procedimento numérico de passo. Nesse método, as derivadas com relação ao 
tempo são geralmente aproximadas utilizando fórmulas de diferença que envolvem 
um ou mais incrementos de tempo.  
Há basicamente duas abordagens utilizadas na integração direta: a formulação 
explícita e a formulação implícita. Na formulação explícita, as respostas são 
expressas em termos dos valores de deslocamento, velocidade e aceleração 
determinados previamente. Por sua vez, na formulação implícita, as equações de 
diferenças são combinadas com as equações de movimento, e os deslocamentos 
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A.11.1 Runge Kutta 4ª Ordem 
 
 
Neste trabalho, utilizaram-se métodos de formulação explícita como Runge-
Kutta de 4ª ordem. Dessa forma, seja um problema com condições iniciais 𝑦0, 
define-se ?̇? como mostra as Equações (A.35) e (A.36). 
 
 ?̇? = 𝑓(𝑑,𝑦) (A.35) 
 
 𝑦(𝑑0) = 𝑦0 (A.36) 
 
A solução para o próximo estado 𝑦𝑛+1 = 𝑦(𝑑𝑛+1) pode ser estimada a partir da 
Equação (A.37), para um passo de tempo h > 0. 
 
 
𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + ℎ6 (𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4) (A.37) 
 
 𝑑𝑛+1 = 𝑑𝑛 + ℎ (A.38) 
 
Onde são definidos incrementos k1 a k4, como mostram as Equações (A.39) a 
(A.42). 
 





𝑘2 = 𝑓(𝑑𝑛 + ℎ2 ,𝑦𝑛 + ℎ2 𝑘1) (A.40) 
 
 
𝑘3 = 𝑓(𝑑𝑛 + ℎ2 ,𝑦𝑛 + ℎ2 𝑘2) (A.41) 
 
 𝑘4 = 𝑓(𝑑𝑛 + ℎ,𝑦𝑛 + ℎ𝑘3) (A.42) 
 
A exatidão dos valores obtidos é dependente do passo de tempo utilizado e é 
bastante possível que, ao utilizar passos de tempo grandes, a solução possa não 
convergir. Por outro lado, a desvantagem da utilização de pequenos passos de 
tempo é o aumento de tempo de processamento computacional. 
Dessa forma, adota-se como procedimento geral para garantir a precisão dos 
resultados de simulação, a redução do passo de tempo até o momento em que os 
resultados não variem significativamente. Enquanto houver alterações, o passo de 
tempo deve ser reduzido até que a solução seja estável. Alternativamente, pequenas 
mudanças podem ser introduzidas no modelo como, por exemplo, nos elementos 
não lineares de rigidez ou mais pontos para transição de estados de forma a 
aumentar a estabilidade sem afetar a integridade do modelo (SPIRYAGYN, 2014). 
 
 
A.12 Ajuste por regressão polinomial 
 
 
Um conjunto de pontos de dados experimentais pode ser ajustado por uma 
curva de características polinomiais mostrada na Equação (A.43). 
 




Assumindo um ajuste quadrático, o valor dos coeficientes de cada um dos 
termos pode ser obtido ao reescrever a Equação (A.43) como mostrado nas 
Equações (A.44) e (A.45): 
 
 









� = [{𝑥}2 {𝑥}1 {𝑥}0]−1𝑌({𝑥}) (A.45) 
 
 
A.13 Função de Fermi 
 
 
A função de Fermi, muito aplicada sob o contexto da Física Moderna, possui 
uma aplicação bastante particular nesse trabalho, devido às suas propriedades 
algébricas, i.e., dado um valor x0 denominado corte, dx denominado faixa de 
transição e seja a função f(x,x0,dx) (Equação (A.46)) mostrada na Figura A.7, para 
valores abaixo de x0, a função de Fermi retorna 0 (Equação (A.47)) e para valores 









𝑓(𝑥, 𝑥0,𝑑𝑥) =  11 + 𝑓−(𝑥−𝑥0)𝑑𝑥  (A.46) 
 
 𝑥 < 𝑥0  →  𝑓(𝑥, 𝑥0,𝑑𝑥) = 0 (A.47) 
 
 𝑥 > 𝑥0  →  𝑓(𝑥, 𝑥0,𝑑𝑥) = 1 (A.48) 
 
Manipulando algebricamente essa função, é possível ainda fazer com que a 
função retorne 1 para valores abaixo do corte, e 0 para valores acima do corte, como 









𝑓(𝑥, 𝑥0,𝑑𝑥) =  1 − 11 + 𝑓−(𝑥−𝑥0)𝑑𝑥  (A.49) 
 
 𝑥 < 𝑥0  →  𝑓(𝑥, 𝑥0,𝑑𝑥) = 1 (A.50) 
 
 𝑥 > 𝑥0  →  𝑓(𝑥, 𝑥0,𝑑𝑥) = 0 (A.51) 
 
Devido às suas propriedades, essa função permite que um conjunto de dados 
sejam transformados em uma função continua que são aplicadas a partir de pontos 
previamente especificados, eliminando os condicionais da programação (for, if, 
while) e interpolações propostas pelos métodos de tabela de busca (look-up tables), 
tornando o cálculo de funções descontínuas mais eficiente do ponto de vista 




Figura A.9 – Domínio de uma função arbitrária 
 
 








APÊNDICE B  - Dados e equações utilizadas na modelagem da 
resistência ao movimento de locomotivas e vagões 
 
 
Tabela B.1 – Características dos vagões e locomotivas 
MVAG [kg] 100.000 
MLOC [kg] 162.000 
nVAG (número de eixos do vagão) 4 
nLOC (número de eixos da 
locomotiva) 
8 
g [m/s2] 9,81 
mr [ton] (massa por eixo do 
vagão) 
25 
mrl [ton] (massa por eixo da 
locomotiva) 
20,25 









𝑅𝐿𝐿𝑈 𝑉𝐴𝑉 = 𝑀𝑉𝐴𝑉1000 𝑔 �𝐴1 + 𝐴2𝑚𝑅 + 𝐵1𝐵 + 𝐶1𝐵2� (B.1) 
 













𝑅𝐿𝐿𝑈 𝐿𝐿𝐴 = 𝑀𝐿𝐿𝐴1000𝑔 �𝐴1𝐿 + 𝐴2𝐿𝑚𝑅𝐿 + 𝐵1𝐿𝐵 + 𝐶1𝐿𝐵2� (B.2) 
 


















𝑅𝑆𝐴𝐴 𝑉𝐴𝑉 = 𝑀𝑉𝐴𝑉1000 𝑔 �𝐴1 𝐸𝑆𝐴 + 𝐴2 𝐸𝑆𝐴𝑚𝑅 � (B.3) 
 
Tabela B.5 – Constantes do vagão para a resistência estática ao movimento 
A1 EST 15 








𝑅𝑆𝐴𝐴 𝐿𝐿𝐴 = 𝑀𝐿𝐿𝐴1000𝑔 �𝐴1𝐿 𝐸𝑆𝐴 + 𝐴2𝐿 𝐸𝑆𝐴𝑚𝑅𝐿 � (B.4) 
 
Tabela B.6 – Constantes da locomotiva para a resistência estática ao movimento 
A1L EST 5 
A2L EST 425 
 
A resistência total é calculada como a soma da resistência estática, RSTA, com 
a resistência dinâmica, RDIN, dos dois tipos de veículos como mostra a Equação 
(B.5): 
 













APÊNDICE C  - Algoritmo para cálculo de raio de curvatura e 
de inclinação da via-permanente 
 
 
C.1 Desenvolvimento de algoritmos para determinação de raio de curvatura 
 
 
Para a determinação do raio de curvatura, aplicaram-se conceitos de geometria 
analítica. A Figura C.1 ilustra as variáveis de interesse no procedimento de cálculo 
para um raio de curvatura a partir de 3 pontos dados da trajetória. 
 
Figura C.1 – Definição do raio de curvatura ρi a partir de 3 pontos dados da trajetória 
 
As Equações (C.1) a (C.16) mostram o procedimento de cálculo utilizado para 





C.1.1 Distância total percorrida entre dois pontos 
 
 
 𝑠𝑑 =  �(𝑥𝑑+1 − 𝑥𝑑)2 + (𝑦𝑑+1 − 𝑦𝑑)2 (C.1) 
 
 𝑠𝑑+1 =  𝑠𝑑 + �(𝑥𝑑+2 − 𝑥𝑑+1)2 + (𝑦𝑑+2 − 𝑦𝑑+1)2 (C.2) 
 
 
C.1.2 Coeficientes angulares 
 
 
 𝑎𝑑 = 𝑦𝑑+1 − 𝑦𝑑𝑥𝑑+1 − 𝑥𝑑 (C.3) 
 
 𝑎𝑑+1 = 𝑦𝑑+2 − 𝑦𝑑+1𝑥𝑑+2 − 𝑥𝑑+1 (C.4) 
 
 
C.1.3 Ponto médio 
 
 
 𝑥𝑚1𝑑 = 𝑥𝑑+1 − 𝑥𝑑2  (C.5) 
 
 𝑥𝑚2𝑑 = 𝑥𝑑+2 − 𝑥𝑑+12  (C.6) 
 




 𝑦𝑚2𝑑 = 𝑦𝑑+2 − 𝑦𝑑+12  (C.8) 
 
 




𝑎𝑝1𝑑 =  − 1𝑎𝑑 (C.9) 
 
 
𝑎𝑝2𝑑 =  − 1𝑎𝑑+1 (C.10) 
 
 




𝑦𝑝1𝑑 =  − 1𝑎𝑑 �𝑥𝑝𝑑 − 𝑥𝑚1𝑑� + 𝑦𝑚1𝑑 (C.11) 
 
 
𝑦𝑝2𝑑 =  − 1𝑎𝑑+1 �𝑥𝑝𝑑 − 𝑥𝑚2𝑑� + 𝑦𝑚2𝑑 (C.12) 
 
 
C.1.6 Condição para encontro das retas 
 
 








𝑥𝑝𝑑 =  −𝑎𝑝2𝑑 ∗ 𝑥𝑚2𝑑 + 𝑦𝑚2𝑑 + 𝑎𝑝1𝑑 ∗ 𝑥𝑚1𝑑 − 𝑦𝑚1𝑑𝑎𝑝1𝑑 − 𝑎𝑝2𝑑  (C.14) 
 
 𝑦𝑝𝑑 =  −𝑎𝑝1𝑑�𝑥𝑝𝑑 − 𝑥𝑚1𝑑� + 𝑦𝑚1𝑑 (C.15) 
 
 
C.1.8 Equação do raio de curvatura 
 
 




𝜌𝑑 =  �(𝑦𝑝𝑑 − 𝑦𝑑+1)2 + (𝑥𝑝𝑑 − 𝑥𝑑+2)2 (C.16) 
 
 




De forma análoga ao procedimento para definição do raio de curvatura, definiu-
se o ângulo de inclinação da via conforme mostra a Equação (C.17) 
 
 
𝐼𝑛𝑐𝐼𝑓𝑛𝑎çã𝑜 𝑑𝑎 𝑣𝑓𝑎 = 180°
𝜋






Na Equação (C.17), s2 e s1 são projeções da via no plano x-y calculadas e z2 e 








D.1 Simulação Numérica 1: Aplicação da força de tração sem efeito da 
resistência à propulsão. 
 
 
Tabela D.1 – Características da composição para a simulação do Simulação Numérica 1. 
Quantidade de veículos 1 
 
Tipo de veículo Posição na composição 
Locomotiva 1 
Vagão 0 
Locomotiva (Locotrol) 0 
Vagão 0 
 
Posição na folga Inexistente 
Deslocamento inicial do veículo líder 0 m 
Velocidade inicial de todos os 
veículos 
0 km/h 
Ponto de aceleração 1 
 
Tabela D.2 – Forças atuantes na composição no Simulação Numérica 1. 
Força de tração  
Força de resistência ao movimento  
Força de resistência à curvatura  
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Força de gravidade  
Força do ACT  
 
Tabela D.3 – Configuração do integrador utilizado no Simulação Numérica 1. 
Formulação Explícita 
Método Runge-Kutta 4ª Ordem 
Passo de tempo 1e-3 (Fixo) 
Tempo de simulação 60 s 
 
 
D.2 Simulação Numérica 2: Aplicação da força de tração com efeito da 
resistência ao movimento. 
 
 
Tabela D.4 – Características da composição para a simulação do Simulação Numérica 2. 
Quantidade de veículos 1 
 
Tipo de veículo Posição na composição 
Locomotiva 1 
Vagão 0 
Locomotiva (Locotrol) 0 
Vagão 0 
 
Posição na folga Inexistente 
Deslocamento inicial de todos os 
veículos 
0 m 




Ponto de aceleração 1 
 
Tabela D.5 - Forças atuantes na composição no Simulação Numérica 2. 
Força de tração  
Força de resistência ao movimento  
Força de resistência à curvatura  
Força de gravidade  
Força do ACT  
 
Tabela D.6 - Configuração do integrador utilizado no Simulação Numérica 2. 
Formulação Explícita 
Método Runge-Kutta 4ª Ordem 
Passo de tempo 1e-3 (Fixo) 
Tempo de simulação 30 s 
 
 
D.3 Simulação Numérica 3: Aplicação da força de tração com efeito da 
resistência à curvatura da via permanente. 
 
 
Tabela D.7 - Características da composição para a simulação do Simulação Numérica 3. 
Quantidade de veículos 1 
 





Locomotiva (Locotrol) 0 
Vagão 0 
 
Posição na folga Inexistente 
Deslocamento inicial de todos os 
veículos 
0 m 
Velocidade inicial de todos os 
veículos 
0 km/h 
Ponto de aceleração 8 
 
Tabela D.8 - Forças atuantes na composição no Simulação Numérica 3. 
Força de tração  
Força de resistência ao movimento  
Força de resistência à curvatura  
Força de gravidade  
Força do ACT  
 
Tabela D.9 - Configuração do integrador utilizado no Simulação Numérica 3. 
Formulação Explícita 
Método Runge-Kutta 4ª Ordem 
Passo de tempo 5e-3 (Fixo) 





D.4 Simulação Numérica 4: Aplicação da força de tração com efeito da força de 
gravidade. 
 
Tabela D.10 - Características da composição para a simulação do Simulação Numérica 4. 
Quantidade de veículos 1 
 
Tipo de veículo Posição na composição 
Locomotiva 1 
Vagão 0 
Locomotiva (Locotrol) 0 
Vagão 0 
 
Posição na folga Inexistente 
Deslocamento inicial de todos os 
veículos 
0 m 
Velocidade inicial de todos os 
veículos 
0 km/h 
Ponto de aceleração 8 
 
Tabela D.11 - Forças atuantes na composição no Simulação Numérica 4. 
Força de tração  
Força de resistência ao movimento  
Força de resistência à curvatura  
Força de gravidade  




Tabela D.12 - Configuração do integrador utilizado no Simulação Numérica 4. 
Formulação Explícita 
Método Runge-Kutta 4ª Ordem 
Passo de tempo 1e-2 (Fixo) 
Tempo de simulação 120 s 
 
 
D.5 Simulação Numérica 5: Verificação da transmissão de força de tração para 
veículo seguinte via ACT. 
 
 
Tabela D.13 - Características da composição para a simulação do Simulação Numérica 5. 
Quantidade de veículos 2 
 
Tipo de veículo Posição na composição 
Locomotiva 1 
Vagão 2 
Locomotiva (Locotrol) 0 
Vagão 0 
 
Posição na folga Tração 
Deslocamento inicial de todos os 
veículos 
0 m 
Velocidade inicial de todos os 
veículos 
0 km/h 




Tabela D.14 - Forças atuantes na composição no Simulação Numérica 5. 
Força de tração  
Força de resistência ao movimento  
Força de resistência à curvatura  
Força de gravidade  
Força do ACT  
 
Tabela D.15 - Configuração do integrador utilizado no Simulação Numérica 5. 
Formulação Explícita 
Método Runge-Kutta 4ª Ordem 
Passo de tempo 1e-3 (Fixo) 
Tempo de simulação 30 s 
 
 




Tabela D.16 - Características da composição para a simulação do Simulação Numérica 6. 
Quantidade de veículos 104 
 
Tipo de veículo Posição na composição 
Locomotiva 1 
Vagão 2 a 104 





Posição na folga Tração 
Deslocamento inicial de todos os 
veículos 
0 m 
Velocidade inicial de todos os 
veículos 
0 km/h 
Ponto de aceleração 4 
 
Tabela D.17 - Forças atuantes na composição no Simulação Numérica 6. 
Força de tração  
Força de resistência ao movimento  
Força de resistência à curvatura  
Força de gravidade  
Força do ACT  
 
Tabela D.18 - Configuração do integrador utilizado no Simulação Numérica 6. 
Formulação Explícita 
Método Runge-Kutta 4ª Ordem 
Passo de tempo 1e-3 (Fixo) 
Tempo de simulação 60 s 
 
Tabela D.19 - Características da composição para a simulação do Simulação Numérica 6b. 
Quantidade de veículos 104 
 
Tipo de veículo Posição na composição 
Locomotiva 1 
Vagão 2 a 104 





Posição na folga Tração 
Deslocamento inicial do veículo líder 0 m 
Velocidade inicial de todos os 
veículos 
0 km/h 
Ponto de aceleração 1 
 
Tabela D.20 - Forças atuantes na composição no Simulação Numérica 6b. 
Força de tração  
Força de resistência ao movimento  
Força de resistência à curvatura  
Força de gravidade  
Força do ACT  
 
Tabela D.21 - Configuração do integrador utilizado no Simulação Numérica 6b. 
Formulação Explícita 
Método Runge-Kutta 4ª Ordem 
Passo de tempo 1e-2 (Fixo) 
Tempo de simulação 60 s 
 
 
D.7 Simulação Numérica 7: Efeito da ação da folga durante aceleração 
 
 
Tabela D.22 - Características da composição para a simulação do Simulação Numérica 7. 




Tipo de veículo Posição na composição 
Locomotiva 1 
Vagão 2 a 104 
Locomotiva (Locotrol) 0 
Vagão 0 
 
Posição na folga Nodal (Meio da folga) 
Deslocamento inicial de todos os 
veículos 
0 m 
Velocidade inicial de todos os 
veículos 
0 km/h 
Ponto de aceleração 1 
 
Tabela D.23 - Forças atuantes na composição no Simulação Numérica 7. 
Força de tração  
Força de resistência ao movimento  
Força de resistência à curvatura  
Força de gravidade  
Força do ACT  
 
Tabela D.24 - Configuração do integrador utilizado no Simulação Numérica 7. 
Formulação Explícita 
Método Runge-Kutta 4ª Ordem 
Passo de tempo 1e-3 (Fixo) 




Tabela D.25 - Características da composição para a simulação do Simulação Numérica 7b. 
Quantidade de veículos 104 
 
Tipo de veículo Posição na composição 
Locomotiva 1 
Vagão 2 a 104 
Locomotiva (Locotrol) 0 
Vagão 0 
 
Posição na folga Nodal (Meio da folga) 
Deslocamento inicial de todos os 
veículos 
0 m 
Velocidade inicial de todos os 
veículos 
0 km/h 
Ponto de aceleração 1 
 
Tabela D.26 - Forças atuantes na composição no Simulação Numérica 7b. 
Força de tração  
Força de resistência ao movimento  
Força de resistência à curvatura  
Força de gravidade  
Força do ACT  
 
Tabela D.27 - Configuração do integrador utilizado no Simulação Numérica 7b. 
Formulação Explícita 
Método Runge-Kutta 4ª Ordem 
Passo de tempo 1e-3 (Fixo) 
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Tempo de simulação 10 s 
 
 
D.8 Simulação Numérica 8: Efeito de forças distribuídas nas forças do ACT 
 
 
Tabela D.28 - Características da composição para a simulação do Simulação Numérica 8. 
Quantidade de veículos 104 
 
Tipo de veículo Posição na composição 
Locomotiva 1, 2 
Vagão 3 a 52 
Locomotiva (Locotrol) 53, 54 
Vagão 55 a 104 
 
Posição na folga Tração 
Deslocamento inicial de todos os 
veículos 
0 m 
Velocidade inicial de todos os 
veículos 
0 km/h 
Ponto de aceleração 4 
 
Tabela D.29 - Forças atuantes na composição no Simulação Numérica 8. 
Força de tração  
Força de resistência ao movimento  
Força de resistência à curvatura  
Força de gravidade  
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Força do ACT  
 
Tabela D.30 - Configuração do integrador utilizado no Simulação Numérica 8. 
Formulação Explícita 
Método Runge-Kutta 4ª Ordem 
Passo de tempo 1e-3 (Fixo) 
Tempo de simulação 30 s 
 
Tabela D.31 - Características da composição para a simulação do Simulação Numérica 8b. 
Quantidade de veículos 104 
 
Tipo de veículo Posição na composição 
Locomotiva 1, 2 
Vagão 3 a 52 
Locomotiva (Locotrol) 53, 54 
Vagão 55 a 104 
 
Posição na folga Tração 
Deslocamento inicial de todos os 
veículos 
0 m 
Velocidade inicial de todos os 
veículos 
0 km/h 
Ponto de aceleração Ajustável 
 
Tabela D.32 - Forças atuantes na composição no Simulação Numérica 8b. 
Força de tração  
Força de resistência ao movimento  
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Força de resistência à curvatura  
Força de gravidade  
Força do ACT  
 
Tabela D.33 - Configuração do integrador utilizado no Simulação Numérica 8b. 
Formulação Explícita 
Método Runge-Kutta 4ª Ordem 
Passo de tempo 1e-3 (Fixo) 
Tempo de simulação 30 s 
 
 




Tabela D.34 - Características da composição para a simulação do Simulação Numérica 9. 
Quantidade de veículos 104 
 
Tipo de veículo Posição na composição 
Locomotiva 1, 2 
Vagão 3 a 52 
Locomotiva (Locotrol) 53, 54 
Vagão 55 a 104 
 
Posição na folga Nodal (Meio da folga) 





Velocidade inicial de todos os 
veículos 
0 km/h 
Ponto de aceleração 0 
 
Tabela D.35 - Forças atuantes na composição no Simulação Numérica 9. 
Força de tração  
Força de resistência ao movimento  
Força de resistência à curvatura  
Força de gravidade  
Força do ACT  
 
Tabela D.36 - Configuração do integrador utilizado no Simulação Numérica 9. 
Formulação Explícita 
Método Runge-Kutta 4ª Ordem 
Passo de tempo 5e-3 (Fixo) 
Tempo de simulação 60 s 
 
Tabela D.37 - Características da composição para a simulação do Simulação Numérica 9b. 
Quantidade de veículos 104 
 
Tipo de veículo Posição na composição 
Locomotiva 1, 2 
Vagão 3 a 52 
Locomotiva (Locotrol) 53, 54 
Vagão 55 a 104 
 
Posição na folga Tração 
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Deslocamento inicial de todos os 
veículos 
0 m 
Velocidade inicial de todos os 
veículos 
0 km/h 
Ponto de aceleração 4 
 
Tabela D.38 - Forças atuantes na composição no Simulação Numérica 9b. 
Força de tração  
Força de resistência ao movimento  
Força de resistência à curvatura  
Força de gravidade  
Força do ACT  
 
Tabela D.39 - Configuração do integrador utilizado no Simulação Numérica 9b. 
Formulação Explícita 
Método Runge-Kutta 4ª Ordem 
Passo de tempo 5e-3 (Fixo) 
Tempo de simulação 1000 s 
 
 
D.10 Simulação Numérica 10: Verificação do tempo de processamento 
utilizando funções de Fermi e tabelas de busca (lookup tables) 
 
 
Tabela D.40 – Características da composição para a simulação do Simulação Numérica 10. 




Tipo de veículo Posição na composição 
Locomotiva 1 
Vagão 0 
Locomotiva (Locotrol) 0 
Vagão 0 
 
Posição na folga Inexistente 
Deslocamento inicial do veículo líder 0 m 
Velocidade inicial de todos os 
veículos 
0 km/h 
Ponto de aceleração 1 
 
Tabela D.41 – Forças atuantes na composição no Simulação Numérica 10. 
Força de tração  
Força de resistência ao movimento  
Força de resistência à curvatura  
Força de gravidade  
Força do ACT  
 
Tabela D.42 – Configuração do integrador utilizado no Simulação Numérica 10. 
Formulação Explícita 
Método Runge-Kutta 4ª Ordem 
Passo de tempo 1e-3 (Fixo) 
Tempo de simulação 60 s 
 
Tabela D.43 - Características da composição para a simulação do Simulação Numérica 10b. 




Tipo de veículo Posição na composição 
Locomotiva 1 
Vagão 2 
Locomotiva (Locotrol) 0 
Vagão 0 
 
Posição na folga Tração 
Deslocamento inicial de todos os 
veículos 
0 m 
Velocidade inicial de todos os 
veículos 
0 km/h 
Ponto de aceleração 1 
 
Tabela D.44 - Forças atuantes na composição no Simulação Numérica 10b. 
Força de tração  
Força de resistência ao movimento  
Força de resistência à curvatura  
Força de gravidade  
Força do ACT  
 
Tabela D.45 - Configuração do integrador utilizado no Simulação Numérica 10b. 
Formulação Explícita 
Método Runge-Kutta 4ª Ordem 
Passo de tempo 1e-3 (Fixo) 












Tabela E.1 - Características da composição para a simulação de Validação 1. 
Quantidade de veículos 101 
 
Tipo de veículo Posição na composição 
Locomotiva 1 
Vagão 2 a 101 
Locomotiva (Locotrol) 0 
Vagão 0 
 
Posição na folga Nodal (meio da folga) 
Deslocamento inicial de todos os 
veículos 
0 m 
Velocidade inicial de todos os 
veículos 
0 km/h 
Ponto de aceleração 4 
 
Tabela E.2 - Forças atuantes na composição na simulação de Validação 1. 
Força de tração  
Força de resistência ao movimento  
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Força de resistência à curvatura  
Força de gravidade  
Força do ACT  
 
Tabela E.3 - Configuração do integrador utilizado na simulação de Validação 1. 
Formulação Explícita 
Método Runge-Kutta 4ª Ordem 
Passo de tempo 5e-3 (Fixo) 
Tempo de simulação 120 s 
 
 




Tabela E.4 - Características da composição para a simulação de Validação 2. 
Quantidade de veículos 51 
 
Tipo de veículo Posição na composição 
Locomotiva 1 
Vagão 2 a 51 
Locomotiva (Locotrol) 0 
Vagão 0 
 
Posição na folga Nodal (meio da folga) 





Velocidade inicial de todos os 
veículos 
0 km/h 
Ponto de aceleração 8 
 
Tabela E.5 - Forças atuantes na composição na simulação de Validação 2. 
Força de tração  
Força de resistência ao movimento  
Força de resistência à curvatura  
Força de gravidade  
Força do ACT  
 
Tabela E.6 - Configuração do integrador utilizado na simulação de Validação 2. 
Formulação Explícita 
Método Runge-Kutta 4ª Ordem 
Passo de tempo 5e-3 (Fixo) 
Tempo de simulação 60 s 
 
